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Izvleček
V tem delu predstavim tipe stacionarnih ureditev linearnih nematskih polimernih
verig, omejenih znotraj krogelne kapside (lupine). Pri tem uporabim poln ten-
zorski opis problema. Sestavim gostoto proste energije in numerično rešim sistem
Euler-Lagrangeovih enačb za številsko gostoto polimernih segmentov in nematski
ureditveni tenzor. Obe količini sta zaradi zveznosti polimernih verig povezani s kon-
tinuumsko tenzorsko vezjo. Slednjo vključim v gostoto proste energije po ustreznem
kazenskem potencialu. Najdene tipe ureditev prikažem na faznem grafu. V zadnjem
delu naloge se ukvarjam še s problemom mehčanja DNA molekul. V modelu zame-
njam kazenski potencial izvorov tenzorske vezi 2. reda s kazenskim potencialom 4.
reda. Pri tem preverim stabilnost modela in se dotaknem nekaterih perečih vpra-
šanj, kot so lokalno taljenje polimernih verig in prihodnja pričakovanja ter ideje o
uporabi modela.
Ključne besede: tenzorska vez, linearni polimeri, liotropni tekoči kristali,
nematski tekoči kristali, ureditveni parameter, kontinuumski modeli, ne-
matski ureditveni tenzor, omejeni tekoči kristali, "mehčanje" DNA mo-
lekul, stacionarna ureditev, defekti, Euler-Lagrangeove enačbe.
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Ordering states of confined nematic linear polymers in continuum
description with tensorial constraint
Abstract
In this work I present types of stationary configurations of nematic polymer chains
confined inside a spherical capsid. In this problem I use the complete tensor de-
scription of nematic ordering. The solutions are acquired by formulating the free
energy density and solving the system Euler-Lagrange equations for number density
of polymer segments and nematic order tensor. Due to the connectivity of polymer
chains, both variables are connected by a continuity constraint. This constraint is
integrated into free energy density functional via an appropriate penalty potential.
The obtained types of polymer configurations are presented in a phase diagram.
In the last part of this work the problem of DNA "softening" is addressed. The
previous penalty potential of second order is replaced with the penalty potential of
fourth order in the sources of the continuity constraint. I check the stability of this
modified model and touch on some burning issues such as local melting of polymer
chains, future expectations and ideas for the use of this model.
Keywords: tensor continuity constraint, linear polymers, lyotropic liquid
crystals, nematic liquid crystals, order parameter, continuum models, ne-
matic order tensor (tensorial order parameter), confined liquid crystals,
DNA "softening", stationary states, defects, Euler-Lagrange equations.
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V tej nalogi se ukvarjam z linearnimi polimeri, ujetimi v kroglasti lupini. Polimere
lahko v splošnem ločimo na linearne, razvejane in zamrežene. Linearen polimer je
sestavljen iz ene same glavne verige, razvejani in zamreženi polimeri pa imajo poleg
glavnih verig tudi stranske verige (gl. Slika 1.1). V nalogi se bom osredotočil zgolj
na obnašanje linearnih verig.
Slika 1.1: Na zgornji sliki so shematsko prikazani a) linearen, b) razvejan in c)
zamrežen polimer. Krogi, ki so med seboj povezani, simbolizirajo monomere. Slika
je vzeta iz [1].
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1. poglavje: Uvod
Povod za izbran problem te magistrske naloge lahko najdemo na vsakem koraku;
v vsaki celici, bakteriji in virusu najdemo omejene molekule DNA [2][3]. Ureditev
teh polimerov je ključna za preživetje in pravilno delovanje vseh procesov. Zanimivo
je opazovati zakonitosti tega izjemnega življenjskega problema, pa čeprav v precej
poenostavljeni in nepopolni obliki. V nalogi polimere obravnavam kontinuumsko,
pri čemer me zanima samo stacionarno stanje.
Pri linearnih polimerih sta gostota in urejenost verig povezani. V preteklosti
so to povezavo poskusili opisati s posplošeno Meyer-de Gennesevo vektorsko vezjo
[3][4], ki je za posamezne primere sicer koristna, vendar ne predstavlja popolnega
in ustreznega opisa. Zaradi simetrije polimerov, ki po naravi ustreza simetriji ne-
matikov, vektorski zakon ni ustrezen. Potrebna je tenzorska vez, ki poveže tenzor
ureditvenega parametra z gostoto (več o tej vezi v 3. poglavju). Uporabnost in efekti
te vezi v izotropni fazi so bili opisani in raziskani v članku [4]. S tem povezano je
tudi odkritje pojava gostotno-inducirane anizotropije [5]. V tej nalogi bom pred-
stavil vpliv tenzorske vezi na ureditev polimerov v nematski fazi (ko je povprečna
gostota polimerov večja od mejne gostote N-I prehoda). Neizotropno orientacijsko
ureditev lahko tvorijo zgolj polimeri, ki so sestavljeni iz nesferičnih monomerov [6].
V nalogi se bom torej posvetil zgolj obravnavi takšnih linearnih polimerov.
Zaradi uporabe tenzorske vezi bom v nalogi v izogib predolgim in nepreglednim




V splošnem lahko poljubno funkcijo definirano na sferi – torej tudi orientacijsko
porazdelitveno funkcijo – razvijemo po sferičnih harmonikih [7][8]. V cilindrični



























pri čemer prvi člen ustreza izotropni, drugi polarni, tretji kvadrupolni in četrti ok-
tupolni orientacijski porazdelitvi. Pripadajoče konstante, ki določajo jakost posa-
meznega orientacijskega načina, so definirane kot:













V literaturi s področja fizike mehke snovi konstanto p2 pogosteje najdemo pod
imenom skalarni ureditveni parameter in ustaljeno oznako s [6][9][10].
Slika 2.1: Kotne odvisnosti za primere izotropne, polarne, kvadrupolne in oktupolne
orientacijske porazdelitve. Oddaljenost od izhodišca predstavlja vrednost orientacij-
ske porazdelitvene funkcije pri danem kotu θ. Slika je izdelana s pomočjo programa
Graph [11].
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2. poglavje: Zakaj tenzorski opis?
Če zgornji razvoj orientacijske porazdelitvene funkcije (2.1) zapišemo v karte-













































pri čemer enotski vektor n ustreza smeri osi, okrog katere velja cilindrična sime-











niδjk + njδki + nkδij
)︁)︂
oktopolni moment. V literaturi s podro-
čja fizike mehke snovi (natančneje fizike tekočih kristalov) za zgornji kvadrupolni
moment pogosteje naletimo na izraz nematski ureditveni tenzor Qij [6][9].
Linearni polimeri imajo tako kot nematski tekoči kristali orientacijsko simetrijo,
ki se jo da opisati s kvadrupolno orientacijsko ureditvijo in ne s polarno. Pri njih
(tj. nematskih tekočih kristalih) je prvi ne-trivialni od nič različen orientacijski
moment kvadrupolni moment ( saj je dipolni moment enak nič). Za opis ureditve
polimerov moramo tako uporabiti kvadrupolni moment (oz. nematski ureditveni
tenzor) in ne dipolnega. Prav narava simetrije polimerov nas pripelje do ugotovitve,
da za popoln opis ureditve polimerov ne more biti ustrezen opis z vektorskim poljem,
potrebujemo namreč tenzorsko polje [12]. Po razvoju (2.3) pa je ustrezno tenzorsko
polje nematski ureditveni tenzor Qij (tj. kvadrupolni moment).
Zaradi težnje po jedrnatosti in enostavnosti, je v enačbi (2.1) predstavljen razvoj
orientacijske porazdelitvene funkcije za primer enoosne simetrije. V popolni splo-




















































Konstanta p opisuje stopnjo dvoosnosti, enotski vektorji n, e1 in e2 pa tvorijo orto-
normalni trirob [13].


















j − e2i e2j
)︁
. (2.6)
Povsem splošno definicijo nematskega ureditvenega tenzorja, ki ni obremenjena












pri tem je t enotski tangentni vektor posameznega polimernega segmenta ali posa-
mezne nematske tekočekristalne molekule [13].
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3. poglavje
Tenzorska vez pri linearnih polimerih
Polimeri so sestavljeni iz manjših sestavnih delov – monomerov, ki so povezani med
seboj. Zaradi povezanosti sestavnih delov polimerne verige sta posledično sklopljeni
gostota in nematski ureditveni tenzor [4][14]. Ta sklopitev je povsem geometrijskega



















kjer l0 ustreza dolžini monomerov oziroma poljubnih segmentov polimernih verig,
ρ pa je mezoskopska številska gostota monomerov oziroma segmentov. Vektorsko
polje g ustreza mezoskopski gostoti tangent krajišč verig, definiranih v smeri proti
verigi; vektorsko polje k ustreza povprečnemu mezoskopskemu vektorju ukrivljenosti
verig. Ti dve polji predstavljata izvore kontinuitetne enačbe. Za dovolj dolge in toge
polimere sta oba izvora zanemarljiva. Enačba (3.1) torej res opisuje sklopitev med
gostoto in ureditvenim tenzorjem, moč te sklopitve pa je tem večja, čim bolj so
polimerne verige dolge in toge [4][5].
3.1 Nakaz izpeljave tenzorske kontinuumske vezi
Zaradi boljšega razumevanja zgornje enačbe bom na tej točki na kratko nakazal
njeno izpeljavo. Bolj natančno in sistematično izpeljavo pa lahko najdete v [14].
Potek izbrane polimerne verige α v prostoru opišimo z zvezno krivuljo v prostoru
v naravni parametrizaciji rα(ã).











pri čemer je tα(ã) enotska tangenta na verigo α pri naravnem ločnem parametru ã.
Kontinuumske ohranitvene zakone običajno najdemo v tej obliki:
∂O
∂t
+ div(J) = q, (3.3)
kjer je O gostota ohranjane količine, J njena gostota toka in q volumska gostota mo-
rebitnih izvorov. Osredotočimo se na člen z divergenco "toka" ohranitvene količine.
Pogoj za polimerne verige, ki izhaja iz zveznosti polimernih verig, je povsem geo-
metrijski (torej mora biti vedno izpolnjen!), zato ne pričakujemo, da bo v tenzorski
vezi za linearne polimere nastopal odvod po času.
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3. poglavje: Tenzorska vez pri linearnih polimerih













j (ã)] ∂jδ(r − rα(ã)). (3.4)
V kolikor upoštevamo definicijo enotske tangente tα(ã) = dr
dã
α
(ã) in zvezo za
odvod delta funkcije ∂
∂rj
(δ(r − rα(ã))) = − ∂
∂rαj (ã)
(δ(r − rα(ã))), dobimo:
∂j(J
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(δ(r − rα(ã))) . (3.5)









tαi (0) δ(r − rα(0))− tαi (Lα) δ(r − rα(Lα)) +
∫︂
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V dani parametrizaciji ã = 0 ustreza začetku, ã = Lα pa koncu verige α. Pri tem
se je potrebno zavedati, da je opredelitev začetka in konca verige, v kolikor nimamo
polarnega reda, povsem arbitrarna in torej poljubna. Ta arbitrarnost se kaže tudi
v zapisu prvega člena na desni strani enačbe (3.6) in se ji lahko izognemo, v kolikor
definiramo novo enotsko tangento tn na poljubnem koncu dane verige tako, da kaže
navznoter. Pri tem indeks n oštevilči, kateri konec katere verige opazujemo. Položaj
danega konca verige pa opisuje radij-vektor rn.
Nas seveda zanima kolektivno obnašanje sistema na mezoskopski in ne mikro-
skopski skali, zato moramo enačbo (3.6) povprečiti po mezoskopskih volumnih (angl.
coarse graining).






lahko izračunamo njemu ustrezno mezoskopsko polje:
F (r) = Fmic(r) = ρ(r)l0f(r), (3.7)
pri čemer je ρ(r) = N(r)
V
številska gostota polimernih segmentov v mezoskopskem
volumnu V, l0 dolžina segmentov in f(r) mezoskopsko povprečje funkcije f(rα(ã)).
Dvojna črta nad mikroskopskim poljem označuje operacijo grobozrnjenja (tj. pov-
prečenja po mezoskopskih volumnih).













pri čemer vektorsko polje g = (r) =
∑︁
n t
n δ(r − rn) predstavlja mezoskopsko go-
stoto tangent koncev verig, polje k(r) = d2rα
dã2
(r) pa ustreza mezoskopsko-povprečnemu
vektorju ukrivljenosti.
Člen na levi strani enačbe (3.8) lahko zapišemo s pomočjo nematskega ureditve-
nega tenzorja (2.7) in identitete. Tako pridemo do končne oblike kontinuumske vezi,




















3.2. Primerjava tenzorske vezi s kontinuumskimi ohranitvenimi zakoni
3.2 Primerjava tenzorske vezi s kontinuumskimi ohra-
nitvenimi zakoni
Tenzorska vez za linearne polimere je bila izpeljana šele pred kratkim [4][14], zato
je za boljše razumevanje le te smiselno poiskati primere splošno znanih enačb, ki so
podobnega tipa, ter jih med sabo primerjati. S tem lahko pridemo do nekaj splošnih
značilnosti, ki nam olajšajo nadaljnjo obravnavo izpostavljenega problema.
Ogledali si bomo enačbo za ohranitev gibalne količine elektromagnetnega polja
(tj. kontinuitetno enačbo za gostoto gibalne količine) ter Eulerjevo enačbo za idealne
tekočine. Pri tem se bom osredotočil na podobnosti, zato bom v teh primerih
obravnaval te enačbe, v prav posebnih izborih simetrij problema, ki so kar se da
blizu obravnavanemu problemu.
3.2.1 Ohranitev gibalne količine elektromagnetnega polja
Kontinuitetno enačbo za ohranitev gibalne količine elektromagnetnega polja v va-
kuumu lahko zapišemo v obliki[15][16]:
∂gi
∂t
− ∂jTij + fi = 0, (3.10)
pri tem je g = ϵ0E×B gostota gibalne količine, f = ρE+ j×B gostota zunanjih sil





2δij napetostni tenzor elektromagnetnega
polja.
Pomen te enačbe sta dobro ubesedila R. Podgornik in A. Vilfan v knjigi Elektro-
magnetno polje na strani 151: "V danem volumnu se gibalna količina elektromagne-
tnega polja spreminja zato, ker skozi meje tega volumna vanj doteka gostota toka
gibalne količine skozi komponente tenzorja napetosti elektromagnetnega polja, ...
hkrati pa se izgublja znotraj tega volumna, ker mora okrog poganjati nabite delce
skozi Lorentzovo silo"(Podgornik in Vilfan, 2014, str. 151) [15].
Če primerjamo to enačbo s kontinuumsko vezjo pri linearnih polimerih (3.1), opa-
zimo, da imamo v obeh enačbah divergenco simetričnih tenzorjev. V obeh enačbah
najdemo tudi vektorska polja, ki opisujejo izvore in ponore. V ohranitveni enačbi
za gibalno količino to ustreza gostoti zunanjih sil fi, v enačbi za linearne polimere
pa gostoti tangent koncev verig gi in polju povprečnega vektorja ukrivljenosti ki.
Poleg teh členov pa v enačbi (3.10) nastopa še parcialni odvod gostote gibalne ko-
ličine elektromagnetnega polja. Če pa opazujemo zgolj stacionarno stanje (tj. ko
je gostota gibalne količine elektro-magnetnega polja na danem mestu konstantna v
času), sta enačbi strukturno identični.
3.2.2 Eulerjeva enačba








+ ρvj∂jvi = ∂j(pij) + fi, (3.11)
pri čemer je v mezoskopski vektor hitrosti. f je gostota zunanjih sil, tenzor pij pa
ustreza napetostnemu tenzorju sredstva.
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Ob uporabi kontinuitetne enačbe za ohranitev mase sredstva ∂ρ
∂t
+ ∂i(ρvi) = 0











− fi = 0. (3.12)
Pri tem v ρvi prepoznamo povprečno mezoskopsko gostoto gibalne količine tekočine,
v tenzorju ρvivj − pij pa tok gibalne količine. Zopet opazimo, da se oblikovno
dobljena enačba (3.12) in tenzorska vez (3.1) skladata. Ali gre torej tudi pri tenzorski
vezi (3.1) za ohranitveni zakon posplošene "gibalne" količine? Da bi lahko odgovoriti
na to vprašanje, si poglejmo enačbo za ohranitev gibalne količine (3.12) v dveh
posebnih primerih.
Primer št. 1: Ohranitev gibalne količine toka neviskozne tekočine
Kot prvi poseben primer enačbe (3.12) si oglejmo ohranitev gibalne količine toka
neviskozne tekočine. Napetostni tenzor neviskozne tekočine je kar izotropni tlačni











Slednja enačba velja tako za tok kapljevin kakor tudi plinov. Za primer idealnega
plina, lahko tlak zapišemo kot p = 1
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Opazimo lahko, da makroskopsko induciran tenzor gostote toka gibalne količine
po simetriji ustreza ureditvenemu tenzorju Qij. Čeprav je izvor anizotropnosti dru-
gačen (v tem primeru se pojavi zaradi od zunaj vsiljenega toka), pa je oblika obeh
enačb, torej stacionarne Eulerjeve enačbe za idealen plin (3.14) in tenzorske vezi pri
lineranih polimerih enaka.
Iz te podobnosti med enačbama lahko sklepamo, da je gostota posplošene "gi-
balne količine" pri linearnih polimerih (torej iščemo zgolj analog) ρti, pri čemer ti
ustreza dipolnemu momentu orientacijske porazdelitvene funkcije, ki je pri linear-
nih polimerih običajno nič. Posledično je "gibalna količina" v linearnih polimerih
običajno enaka nič. Od tod sledi direktna omejitev in povezava med gostoto in
nematskim ureditvenim tenzorjem.
Vredno je opaziti tudi oblikovno podobnost med gostoto zunanjih sil f in izvori
v tenzorski vezi (3.1) . V ta namen uporabimo stacionarno obliko zgornje enačbe
(3.14) za opis ohranitve gibalne količine vzdolž tokovnice. Tekočino poženemo v tok
tako, da nanjo delujemo s silo (bolj natančno s sunkom sile), ustavimo pa jo tako,
da v nasprotni smeri toka delujemo z ustrezno veliko silo. Vsaka tokovnica se začne
z delovanjem mezoskopske sile (tokovnica je tangentna na smer sile) in konča s silo
(tudi tu je tokovnica tangentna na smer sile). To na nek način vsebinsko ustreza
mezoskopski gostoti tangent krajišč verig v tenzorski vezi (3.1), kakor smo jo defi-
nirali v 3. poglavju. Edini drugi način, na katerega lahko zunanje sile spremenijo
obliko tokovnice, je ta, da delujejo pravokotno nanjo, kar ustreza upogibu tokov-
nice. Od tod tudi analogija s povprečnim mezoskopskim vektorjem ukrivljenosti iz
enačbe (3.1) (vektor opisuje mezoskopski upogib polimernih verig).
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Če je tokovnica zelo dolga in "mehka", bo učinek sil, ki delujejo na koncih to-
kovnice na obliko tokovnice zanemarljiv v primerjavi z učinkom upogiba tokovnice.
Nasprotno pa bo v primeru kratke in "toge" tokovnice učinek prvih precej zna-
tnejši od drugih. To spoznanje lahko uporabimo zaradi podobnosti z enačbo za
ohranitev gibalne količine toka neviskozne tekočine, tudi pri vezi (3.1). Gostota
tangent koncev polimernih verig je namreč pomembnejša, kadar imamo kratke in
toge polimerne verige, povprečno polje mezoskopskega vektorja ukrivljenosti pa je
pomembnejše tedaj, kadar imamo dolge in mehke verige [4][5].
Primer št. 2: Statično stanje in neizotropni napetostni tenzor
V prejšnjem primeru ohranitve gibalne količine toka neviskozne tekočine je bila ani-
zotropnost posledica zunanjih makroskopskih vplivov, natančneje zaradi vpeljanega
makroskopskega toka tekočine. Toda anizotropnost snovi nima nujno makroskopskih
vzrokov, temveč lahko izhaja iz same mikroskopske zgradbe snovi ali oblike njenih
gradnikov (npr.: tekoči kristali). Zato si je smiselno ogledati primer anizotropnega
materiala, ki je v statičnem ravnovesju. V tem primeru lahko zapišemo Eulerjevo
enačbo v sledeči obliki:
∂jpij − fi = 0. (3.15)
Ker je napetostni tenzor simetričen, je diagonalizabilen, njegove lastne vrednosti
so realne, lastni vektorji pa ortagonalni [23] [24]. Splošen napetostni tenzor lahko





j . Pri tem so ρσ1, ρσ2 in ρσ3 po velikosti urejene lastne vrednosti (tj. napetosti
v lastnih smereh), e1, e2 in e3 pa so pripadajoči enotski, med sabo ortogonalni lastni
vektorji. V zapisu lastnih vrednosti sem nakazal odvisnost napetosti od gostote snovi
ρ; večja kot je gostota snovi, bolj so gradniki snovi omejeni, posledično je potrebna
večja sila za deformacijo takšne snovi.
Poljuben simetričen tenzor lahko zapišemo kot vsoto brezslednega simetričnega
tenzorja (tj. anizotropni del) in večkratnika identitete (tj. izotropen del). Ker je









tr(pkl)δij := ρAij +
1
3
ρ(σ1 + σ2 + σ3)δij. (3.16)
Anizotropni tenzor Aij lahko zaradi njegove podobnosti z ureditvenim tenzorjem




















j − e3i e3j
)︁
, (3.17)
pri čemer je parameter s̃ = 1
3
(2σ1 − σ2 − σ3), parameter p̃ = σ2 − σ3.









(σ1 + σ2 + σ3)δij
)︁]︂
= fi. (3.18)
Če enačbo (3.18) primerjamo s kontinuumsko vezjo za linearne polimere (3.1)
lahko opazimo veliko podobnost enačb. S kvadrupolno orientacijsko porazdelitvijo
(2.5) v mislih lahko opazimo, da je tretjina sledi tenzorja, ki bi opisoval kvadrupolno
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3.2.3 Povzetek primerjav
V vseh naštetih primerih lahko opazimo, da je podobnost med kontinuumskimi ohra-
nitvenimi zakoni za gibalno količino in tenzorsko vezjo za linearne polimere izjemna,
kar opraviči razmišljanje o analogijah in bolj raziskanih predstavah s posplošenim
konceptom "gibalne količine".
Zaradi podobne geometrije problema pa se tenzorski vezi za linearne polimere
(3.1) najbolje približa primer ohranitve gibalne količine toka viskozne tekočine vzdolž
tokovnic/e. V obeh enačbah imamo namreč divergenco tenzorjev, oba tenzorja sta
tudi oblikovno podobna, poleg tega pa imamo še podobne tipe izvorov.
Čeprav so nam te analogije vsekakor v korist in pomoč, se je potrebno zavedati
tudi njihovih omejitev. Za razliko od vseh naštetih primerov, ki opisujejo dinamiko
sistema, je tenzorska vez pri linearnih polimerih povsem geometrijskega izvora in je
torej posledica zveznosti polimernih verig. Pri tenzorski vezi ne gre za opis dina-
mike polimernih verig, ampak zgolj za geometrijski pogoj, ki je posledica zveznosti
polimernih verig [4]. Kadar polimerne verige opisujemo kontinuumsko, je ta pogoj
vedno izpolnjen, ne glede na to, ali nas zanima dinamika ali samo stacionarno sta-
nje. Čeprav drži, da smo tenzorsko vez pri linearnih polimerih večinoma primerjali
s stacionarnimi enačbami za ohranitev gibalne količine, pa tenzorska vez (3.1) ni
omejena zgolj na stacionarno ali ravnovesno stanje (v ta namen tudi opozorilo, ki
je pozornemu bralcu morda odveč, vendar ga dodajam zaradi jasnosti in njegove
pomembnosti. Vsa povprečenja, ki smo jih označevali pri izpeljavi tenzorske vezi
in pri definicijah tenzorja ureditvenega parametra, so povprečja po polimernih ve-
rigah v mezoskopskem volumnu in ne časovna povprečja). Toda zakaj obstaja tako
velika podobnost med dinamičnimi kontinuumskimi enačbami za ohranitev gibalne
količine in tenzorsko vezjo, ki je geometrijskega izvora. Čeprav je to vprašanje
obširno in si vsekakor zasluži bolj sistematično in teoretično obravnavo, naj predsta-
vim vsaj del odgovora. S kontinuumskimi ohranitvenimi zakoni za gibalno količino
lahko opazujemo dinamiko vzdolž mezoskopsko povprečenih trajektorij (tj. tokov-
nic). Trajektorije so zvezne krivulje v prostoru, zato mora zanje veljati enake vrste
geometrijski pogoj kot za linearne polimere. Pri tem čas prevzame vlogo naravnega
parametra, tj. ločne dolžine polimernih verig. Čas sam po sebi že vpelje polarnost
(pri običajnih linearnih polimerih pa tega nimamo; začetek in konec polimerne ve-
rige lahko določimo zgolj arbitrarno, sicer sta oba ekvivalentna). Slednje sicer ne
pomeni, da imamo nujno opraviti s polarnim redom na mezoskopskih skalah, saj je
lahko povprečje še vedno enako nič. Pri običajnih linearnih polimerih pa mora biti
mezoskopski polarni red nujno enak nič.
3.3 Primerjava z vektorsko vezjo
V kolikor arbitrarno vpeljemo polarni red v sistem linearnih polimerov (tj. arbitrarno
označimo začetek in konec verige), za katerega je sicer značilna kvadrupolarna uredi-
tev, lahko definiramo vektorsko polje n. Vektor n je enotski vektor, ki kaže v smeri
povprečne ureditve znotraj mezoskopskega volumna. Vektorsko polje n se razlikuje
od direktorskega polja zgolj v tem, da je n resnično vektor, direktor pa ne (direktor
je pravzaprav os in ne vektor)[6][9][3].
Zaradi medsebojne povezanosti segmentov polimernih verig lahko pridemo do
vezi med vektorskim poljem n in gostoto polimernih verig (podobno kot smo to
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storili pri tenzorski vezi (3.1)). Do te vezi ni težko priti v limiti dolgih polimernih
verig. Število verig, ki vstopajo v dan mezoskopski volumen mora biti, v kolikor
se verige nikjer ne obračajo nazaj (t.i. hairpin oz. lasnica – očitno poimenovanje
po analogiji oblike), enako številu verig, ki isti volumen zapusti (ker so polimerne
verige zelo dolge, je koncev oziroma začetkov verig zanemarljivo malo). Z Gaussovim
divergenčnim teoremom lahko ta pogoj zapišemo takole [25]:
∇ · (ρSn) = 0, (3.19)
pri čemer je ρS površinska številska gostota polimernih verig, ki prebadajo ravnino,
katere normala je v smeri vektorja n. Kadar nimamo opravka z neskončno dolgimi
polimernimi verigami, pridemo do sledeče vektorske vezi [3]:
∇ · (ρSn) = ρ+ − ρ− := ρ±, (3.20)
pri čemer je ρ+ mezoskopska številska gostota začetkov polimernih verig, ρ− pa
mezoskopska gostota koncev polimernih verig [9]. Površinsko številsko gostoto ρS
običajno zapišemo kot ρS = ρl0p1, pri čemer je ρ mezoskopska številska gostota
polimernih segmentov, l0 dolžina polimernega segmenta in p1 jakost dipolnega mo-
menta (kar lahko v danem primeru ustreza nematskemu ureditvenenemu parametru
s). Običajno definiramo polno nematsko vektrosko polje a = p1n [3] [14], kar pravza-
prav ustreza dipolnemu momentu. To polje upošteva tudi možne harpine. Vektorsko
vez pogosto srečamo v tej obliki:
∇ · (ρl0a) = ρ±. (3.21)
Čeprav je ta vez lahko uporabna pri opisu ureditve polimerov, v kolikor vztra-
jamo pri vektorskem opisu, v resnici opisuje povezavo med gostoto in dipolnim mo-
mentom in ne povezave med gostoto in kvadrupolnim momentom, kar pri linearnih
polimerih potrebujemo. Polimerni red smo za linearne polimere vpeljali arbitrarno
in kot tak ne more popolnoma in ustrezno opisati kvadrupolnega reda (npr. polo-
vičnih defektov ne moremo opisati z vektorskim poljem).
3.4 Geometrijska razlaga
V tem poglavlju smo do sedaj obravnavali oris izpeljave tenzorske vezi pri linear-
nih polimerih, jo primerjali s kontinuumskimi zakoni za ohranitev gibalne količine
in na to še z vektorsko vezjo. Ob tem smo bolje spoznali tenzorsko vez in njene
poglavitne značilnosti. Do sedaj še nismo uporabili spoznanja, da je tenzorska vez
povsem geometrijskega izvora [4]. To spoznanje nam pravi, da je razumevanje in
nove predstave te enačbe smiselno poiskati v geometrijski obliki. V tem razdelku
bom poskušal prikazati koristnost takšnega pristopa za nekaj osnovnih primerov.
Enačba za tenzorsko vez (3.1) je zapisana v lokalni obliki. Kadar nas zanima
veljavnost tenzorske vezi in splošne značilnosti sistema na nekem volumnu V, slednjo
integriramo po volumnu (gl. enačbo (3.22)). Pri tem uporabimo tudi Gaussov
divergenčni izrek, tako da prevedemo integral po volumnu V na integral po mejni
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Produkt splošnega tenzorja Pij = Qij + 12δij in normale mejne ploskve n nam da





(1 + 2s)cosφ sinϑ
(1− s+ p)sinφ sinϑ
(1− s− p)cosϑ
⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.23)
pri čemer sta φ in ϑ sferična kota v lastnem koordinatnem sistemu tenzorja Pij.
Za opazovalni volumen vzemimo kocko volumna V. Zaradi boljše razvidnosti
opazujmo sistem zgolj v 2D (tj. v x- in y-smeri, z-smer nas ne zanima; gl. slika
3.1). Predpostavimo, da z-smer koordinatnega sistema in volumna sovpada z eno
od lastnih osi tenzorja Qij.
3.4.1 Primer dolgih polimernih verig
Kot prvi primer vzemimo zelo dolge, popolnoma urejene polimerne verige, ki enako-
merno (tj. enako gosto) prebadajo pod kotom φ0 levo mejno ploskev in pod kotom
−φ1 desno mejno ploskev volumna V (gl. slika 3.1). Ostalih ploskev volumna V
polimeri ne prebadajo. Na podlagi tega lahko zapišemo g = 0 in v lastnem sistemu









Produkt Pijnj ustreza projekciji skaliranega vektorja normale (tj. 32n) na lastno
smer tezorja Pij. Ker želimo za dan primer dobiti grafično predstavo o tenzorski vezi,
moramo enačbo (3.22) zapisati v primerni obliki. Zapišimo definicijo povprečnega











pri čemer je N(r) število polimernih segmentov v mezoskopskem volumnu Vm, α
služi indeksiranju posameznih polimernih verig, tα(ã) pa je tangenta na polimerno
verigo α pri naravnem parametru ã. Definicijo (3.25) uporabimo v enačbi (3.22) in













pri čemer je tenzor Pij = 1S
∫︁
S
PijdS , po mejni ploskvi S povprečen tenzor Pij, Nv je





iz − tαv ) ustreza
povprečni razliki tangent verig ob vstopu (tj. tv) in izstopu (tj. tiz) iz volumna V.
Ker so verige zelo dolge in se nobena ne konča znotraj volumna V, lahko zapišemo










Slika 3.1: Grafična reprezentacija členov v enačbi (3.28) za prvi primer: Na levi
in desni robni meji sta narisana s 3
2
pomnožena normalna vektorja n. Ker imamo
na obeh mejnih ploskvah popolno ureditev polimernih verig, je delovanje tenzorja
Pij na normali zgolj projekcija skaliranega vektorja normale na lastno smer tenzorja
Pij (lastna smer ustreza tudi smeri tangente polimernih verig na mejni ploskvi).
Preslikava P nam torej obe normali preslika v vektorja označena s PL(n) na levi in
PD(n) na desni mejni ploskvi. S ˜︁P(n) smo označili projekcijo PijnjPpqnpnq . Vsota obeh
prispevkov ˜︁PL(n) + ˜︁PD(n) ustreza 32∆t, kar se razločno vidi na zgornji skici. Leva
stran enačbe (3.28) zares ustreza desni strani. Slika je izdelana s pomočjo programa
Graph [11].
V kolikor nimamo homogene mezoskopske gostote polimerov po robni površini,
gostota (3.27) ustreza povprečni mezoskopski gostoti na robni površini. To gostoto














Če enačbo predstavimo grafično (gl. sliko 3.1), hitro opazimo, da med levo in
desno stranjo enačbe (3.28) za ta primer zares velja enakost. Omeniti je treba,
da je bila v danem primeru mezoskopska gostota polimernih segmentov na mejnih














pri čemer je ρ povprečna mezoskopska gostota polimernih segmentov na mejni plo-
skvi in ρPij povprečje z gostoto uteženega tenzorja Pij na dani mejni ploskvi. V
nadaljevanju si oglejmo še nekaj drugih primerov in grafično preverimo veljavnost
tenzorske vezi (3.1).
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3.4.2 Primer kratkih, popolnoma urejenih togih polimernih
verig
Kot naslednji primer vzemimo kratke, popolnoma urejene toge polimerne verige, ki
enakomerno (tj. enako gosto) prebadajo pod kotom φ0 levo mejno ploskev volumna
V (gl. Sliko 3.2). Ostalih ploskev volumna V polimeri ne prebadajo. To pomeni, da
se vse polimerne verige končajo v volumnu V. Ker imamo opravka s togimi verigami,













Slika 3.2: Grafična reprezentacija členov v enačbi (3.32) za primer togih kratkih,
popolnoma urejenih polimernih verig: Na levi je narisan s 3
2
pomnožen normalni
vektor n. Preslikava P nam normalo preslika v vektor, označen s P(n). Ker so
polimerne verige toge in se vse končajo znotraj volumna V, je tn = tn, pri čemer je
tn končni tangentni vektor poljubne polimerne verige (njegova dolžina je 1). Iz skice
lahko razberemo, da P(n) natančno ustreza 3
2
cosφ0 tn. Leva stran enačbe (3.32)
torej zares ustreza svoji desni strani tudi za ta primer. Slika je izdelana s pomočjo
programa Graph [11].















n ustreza povprečni tangenti koncev polimernih verig v
volumnu V in Nv številu polimernih verig, ki vstopajo v volumen V [14].




















Ustreznost tenzorske vezi lahko grafično potrdimo tudi za primer togih kratkih,
popolnoma urejenih polimernih verig (gl. Sliko 3.2).
Enačbo (3.33) lahko posplošimo za splošen primer togih verig, pri čemer naj levo
mejno ploskev prebada Nl verig, desno pa Nd verig. Število verig, ki se vsaj delno




































Pri tem vsota teče po vseh robovih volumna V, Nk pa je število polimernih verig,
ki prebadajo k-ti rob volumna V. Nv je število vseh verig znotraj volumna V. V
(3.35) nastopa povprečen tenzor Pij = Qij + 12δij, n ustreza normali na rob in φ
povprečnemu kotu pod katerim dano robno ploskev prebadajo polimeri. tn ustreza






tαv ) povprečni razliki tangent verig ob vstopu (tj. tv) in izstopu (tj. tiz) iz volumna
V.
Še opozorilo: verige, ki so v celoti znotraj volumna V, sicer vplivajo na vrednost
posameznih povprečij tni in ∆ti, toda njuna vsota tni +∆ti je ne glede na orientacijo le
teh, v celoti zaobjetih polimerov, nespremenjena. Zato jih pri obravnavi ni potrebno
upoštevati.
Tenzorska vez (3.1) je, kakor sem poskušal prikazati v tem razdelku, povsem
geometrijskega izvora in nastopi zaradi zveznosti polimernih verig. Tako nikakor ni
omejena zgolj na linearne polimere, ampak nastopa vsepovsod, kjer imamo podobno
simetrijo – torej tudi na krožniku, polnem špagetov, kar prikazuje slika (3.3).
S slike 3.3 sem najprej določil vse tangente polimernih verig na robovih območja
(tj. območje, ki je na sliki 3.3 označeno s pravokotnikom). Z njimi sem določil






pri tem ustreza x-os glavni lastni smeri tenzorja Pij. Tenzor (3.36) namreč opi-
suje popolno urejenost posamezne polimerne verige v smeri glavne osi. Povprečni
tenzor Pij na posameznem območnem robu sem dobil z aritmetičnim povprečenjem
tenzorjev Pij posameznih polimernih verig, ki dani rob prebadajo. Nato sem izra-
čunal produkt povprečnega tenzorja s pripadajočo normalo roba Pijnj; na sliki 3.3
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(a) Špageti na krožniku. (b) Kontinuumska obravnava špagetov.
Slika 3.3: Na sliki b) sem špagete, ki so znotraj označenega pravokotnika na sliki
(a), obravnaval kontinuumsko in preveril veljavnost tenzorske vezi (3.35). Primer
sem zopet zaradi enostavnosti obravnaval v 2D, kar je sicer tukaj opravičeno, ker se
špageti na krožniku nahajajo bolj kot ne v eni plasti. Z rdečimi črticami na sliki (a)
so označene tangente na mejnih ploskvah. Nato sem določil povprečne tenzorje P ij
na vsakem od štirih robov. Elipse (3.23) so na robovih območja grafično prikazane
na sliki 3.3 b). Projekcije normal so na sliki označene s P(n), utežene projekcije pa˜︁P(n). Nato sem grafično primerjal levo in desno stran enačbe (3.35). Leva stran
ustreza vsoti vseh štirih vektorjev ˜︁P(n), desna pa je na sliki označena s 3
2
(tn +∆t).
Zopet se opazi skladnost. Slika (b) je izdelana s pomočjo programa Graph [11].
so te projekcije označene kot PL(n) – na levem robu, PS(n) – na spodnjem robu,
PD(n) – na desnem robu in PZ(n) – na zgornjem robu. Dobljene vektorje sem
pomnožil še z utežjo Nk
Nvcos(φ)
(gl. (3.35)). Uteženi vektorji so na sliki 3.3 označeni
kot ˜︁PL(n), ˜︁PS(n), ˜︁PD(n) in ˜︁PZ(n). Vsota le teh ustreza levi strani enačbe (3.35).
Zaradi ustrezne orientacije tangent (tj. vse tangente na robu naj kažejo navzven,
proč od območja), sem desno stran enačbe dobil kar z aritmetičnim povprečjem
tangent polimernih verig z roba območja. Rezultat povprečja je na sliki 3.3 označen
kot 3
2




Euler-Lagrangeove enačbe in funkcio-
nal proste energije
V nalogi nas zanima ravnovesno stanje, natančneje vpliv tenzorske vezi na ravno-
vesno ureditev nematskih linearnih polimerov, ujetih znotraj kapside. V ta namen
moramo poiskati minimum funkcionala gostote proste energije [22], kar počnemo
numerično. O tem bom spregovoril v 6. poglavju. Pred tem pa moramo zapisati
ustrezen funkcional gostote proste energije, kar bomo naredili v tem poglavju. Naj-
prej potrebujemo prispevek, ki opisuje energijo nematsko-izotropnega (N-I) faznega
prehoda (gl. enačbo (4.1)); ta nam pove ceno za nematsko in tudi za izotropno
fazo. Zatem potrebujemo elastične prispevke (gl. enačbo (4.2)), ki nam povedo,
kako drage so deformacije tenzorskega polja, ki opisuje ureditev polimernih verig.
Tenzorsko vez (3.1) bomo zaradi preprostosti upoštevali kar s pomočjo kazenskega
potenciala za izvore tenzorske vezi (gl. enačbo (4.4)) in ne kot dodatno vez. Po-
trebujemo še potenciale, ki nam omejijo gostoto (gl. enačbo (4.3)). V nadaljevanju
bom vsakega izmed prispevkov predstavil in opisal.
4.1 Energija N-I prehoda
Prehod med nematsko in izotropno fazo lahko opišemo s pomočjo Landau-de Gen-
nesovega razvoja. Kot smo že nakazal v 2. poglavlju, lahko ureditev nematikov
na mezoskopskih skalah v popolnosti opišemo s tenzorjem ureditvenega parame-
tra Qij. V okviru Landau-de Gennesove teorije zapišemo prosto energijo za opis
prehoda med nematsko in izotropno fazo z invarjantami nematskega ureditvenega
tenzorja Qij. Slednje je razumljivo, saj je prosta energija skalarna količina in kot
takšna invariantna na rotacije v prostoru. Posledično morajo biti tudi posamezni
prispevki invariantni na rotacije v prostoru in ravno od tod sledi potreba razvoja po
invariantah tenzorja Qij [6][9].
Ker N-I energijo razvijamo okrog minimuma, nimamo invariante prvega reda.
Imamo pa invarianto drugega (tj. QijQji) in tretjega reda (tj. QijQjkQki). Obi-
čajno Landau-de Gennesovo prosto energijo za nematske termotropne tekoče kristale
zapišemo v sledeči obliki [6][9][13]:
fLdGt = f0 +
1
2








pri čemer so a, b in c fenomenološke konstante in T ∗ ustreza nematski podhladitveni
temperaturi [6]. Funkcional je skonstruiran tako, da opisuje tako izotropno kakor
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tudi nematsko fazo. Če je T < T ∗, je sistem lahko le še v nematski fazi.
Ta potencial ni ustrezen za obravnavo našega sistema. Pri linearnih polimerih
običajno nimamo opravka s termotropnimi tekočimi kristali [27], saj se običajno
temperature bioloških sistemov nahajajo v zelo ozkem temperaturnem območju (če
temu ni tako, gre ponavadi za nenaravna stanja, npr. bolezen). Pogosteje imamo
opravka z liotropnimi tekočimi kristali [28][9]. Pri slednjih pride do spremembe
tekoče kristalne faze zaradi spremembe gostote tekoče kristalnih molekul oziroma
spremembe koncentracije tekoče-kristalnih molekul v raztopini, in ne zaradi nepo-
sredne spremembe temperature sistema. Zato moramo po zgledu razvoja Landau-de
Gennesove proste energije za termotropne tekoče kristale (4.1), zapisati Landau-de












pri čemer so A, B in C fenomenološke konstante, ρ∗ pa ustreza gostoti N-I prehoda.
Slika 4.1: Na zgornji sliki je prikazan graf odvisnosti gostote energije N-I prehoda
fLdG/ρC od skalarnega ureditvenega parametra s za različne vrednosti gostote ρ.
Graf ustreza enoosni simetriji (tj. p = 0). Iz grafov je razvidno, da je pri majhnih
gostotah (tj. ρ << ρ∗) sistem v izotropni fazi, saj se minimum nahaja pri s = 0. Pri
zelo velikih gostotah ( ρ >> ρ∗) je globalni minimum pri s = 1, lokalni minimum
pa pri s = 1
2
. Pri s = 0 imamo zgolj nestabilen lokalni maksimum. Za gostote ρ, ki
so manjše, a primerljive gostoti prehoda ρ∗ (tj. ρ ≈ ρ∗), obstajata dva minimuma,
eden je pri s = 0, drugi pa pri s > 0 (gl. krivuljo za ρ
∗−ρ
ρ∗+ρ
= 0). Slika je izdelana s
pomočjo programa Graph [11].
30
4.2. Elastična energija
Za gostote ρ > ρ∗, je sistem lahko le še v nematski fazi. Drugi člen v enačbi (4.2),
ki vsebuje invarianto tretjega reda, je prisoten za to, da loči med stanji s skalarnim
ureditvenim parametrom s > 0 in stanji s skalarnim ureditvenim parametrom s < 0.
V kolikor definiramo potencial tako, da je ravnovesni skalarni parameter omejen med
vrednostma −1
2
in 1 [6], mora veljati A = 1
2
C in B = 2
9
C.
Lanadau-de Gennesovo prosto energijo lahko zapišemo kot funkcijo skalarnega












































Na Sliki 4.1 je prikazan graf Landau-de Gennesove energije za primer enoosne sime-
trije.
4.2 Elastična energija
Ker ureditev tekočih kristalov (in tudi polimerov) običajno ni uniformna, v kolikor
želimo opisati to prostorsko neuniformnost ureditve, potrebujemo neke vrste ela-
stično prosto energijo, ki ovrednoti posamezne tipe deformacij ureditve polimerov
[6].
Najosnovnejša in najpogosteje uporabljena je Frankova elastična energija. Če
opazujemo prostorsko ureditev tekočih kristalov s pomočjo direktorskega polja n,
opazimo zgolj tri različne osnovne načine deformacij direktorskega polja: pahljačast
(angl. splay), sučni (angl. twist) in upogibni (angl. bend) način. Prav te tri načine




K1(∇ · n)2 +
1
2
K2(n · ∇ × n)2 +
1
2
K3(n ×∇× n)2, (4.5)
pri čemer prvi člen ustreza pahljačasti, drugi sučni in tretji upogibni deformaciji.
Pri tem so K1, K2 in K3 pripadajoče fenomenološke elastične konstante.
Slika 4.2: Na zgornji sliki so prikazani tipi deformacij direktorskega polja: a) ustreza
pahljačasti, b) sučni in c) upogibni deformaciji. Slika je vzeta iz [30].
Ta opis je ustrezen, kadar obravnavamo tekoče kristale z enoosno simetrijo. Ni pa
ustrezen za opis elastične deformacije tekočih kristalov, ki imajo poljubno simetrijo
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(torej tudi dvoosno) in ureditev (tako za nematsko kakor tudi izotropno fazo). V
nalogi želim podati povsem splošen opis ureditve, zato potrebujem tudi ustrezen tip
elastične energije.
Namesto invariant, ki vsebujejo odvode direktorskega polja (opis z direktorskim
poljem je ustrezen zgolj za enoosno simetrijo), bom v zapisu elastične energije upo-
rabil razvoj po invariantah, ki vsebujejo odvode nematskega ureditvenega tenzorja,
saj lahko le ta ustrezno opiše tudi splošno dvoosno simetrijo. Pri tem bomo vzeli
tiste tri invariante, ki za primer enooosne simetrije lahko opišejo vse tri že znane















V zgornjem zapisu je izpostavljena kvadratna odvisnost od gostote. Slednjo se-
veda pričakujemo pri vseh energijah, ki so posledica parskih interakcij. L1, L2 in
L3 je set elastičnih konstant. Slednje je koristno povezati z elastičnimi konstan-
tami Frankove teorije. To storimo s primerjanjem obeh elastičnih energij za primer













Opazimo, da ti členi v enačbi za elastično energijo (4.6) zares opisujejo vse tri
tipe deformacij, pri čemer nobeden od členov ne ustreza zgolj enemu samemu tipu
deformacij. Prvi člen opisuje tako pahljačasto, sučno in upogibno deformacijo (gl.
enačbo (4.7)), drugi člen pahljačasto in sučno (gl. enačbo (4.8)), tretji pa pahljača-
sto in upogibno (gl. enačbo (4.9)). Prav tako je pomembno poudariti, da elastične
konstante Li za razliko od Frankovih elastičnih konstant Ki niso odvisne od uredi-
tvenega parametra s. Zato je elastična energija (4.6) ustrezna za opis deformacij
ureditve tekočih kristalov vse od izotropne do nematske faze (za ureditveni parame-
ter s = 0 do s = 1) [3].
Za običajne materiale se konstante K1, K2 in K3 med sabo ne razlikujejo dosti,
zato se mnogokrat uporabi približek ene konstante (tj. K1 = K2 = K3 := K)[6]. V
tem približku velja L1 = 4K9ρ2s2 , L2 = 0 in L3 = 0. To je tudi razlog, zakaj bom pri
numeričnem računanju večinoma uporabljal le prvi člen elastične energije (4.6).
4.3 Potenciali za omejitev gostote
Nehomogena prostorska razporeditev molekul topljenca v raztopini je energijsko
neugodna (v kolikor nimamo drugih efektov, ki bi promovirali takšno ureditev).
Sistem teži k homogeni prostorski razporeditvi molekul topljenca, z gostoto enako
ravnovesni gostoti. V ta namen bomo dodali dva potenciala za gostoto polimernih
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segmentov. Prvi je kvadratni potencial, ki kaznuje odstopanje številske gostote




χ(ρ− ρeq)2 . (4.10)
Pri tem je χ pozitivna konstanta, ki opisuje širino potenciala (torej določa, kako
močno so kaznovana odstopanja gostote od ravnovesne gostote ρeq).






Pri tem je Lρ pozitivna konstanta, ki opisuje širino potenciala (določa, kako močno
so kaznovani gradienti gostote).
4.4 Potencial tenzorske kontinuumske vezi
Tenzorske kontinuumske vezi ne bom vključil v numerične enačbe kot dodatno vez,
ki jo morata gostota ρ in nematski ureditveni tenzor Qij izpolniti. Namesto tega jo
bom dodal v funkcional gostote proste energije prek kvadratnega potenciala, ki bo













Pri tem konstanta G opisuje moč sklopitve med gostoto in ureditvenim tenzorjem.
Izvore tenzorske kontinuumske vezi (tj. desna stran enačbe (3.1)) smo zapisali s
tenzorsko vezjo (tj. z levo stranjo enačbe (3.1), z divergenco tenzorja ρ(Qij + 12δij)).
4.5 Gostota proste energije in Euler-Lagrangeove
enačbe
Funkcional proste energije, ki jo bom uporabljal pri numeričnem reševanju v tej
nalogi, je sestavljen iz Landau-de Gennesove proste energije za N-I prehod (4.2),
elastične energije (4.6), potencialov za omejitev gostote (4.10) in (5.1) ter potenciala












































4. poglavje: Euler-Lagrangeove enačbe in funkcional proste energije
V nalogi bom iskal ravnovesne stacionarne ureditve linearnih polimerov, kar
ustreza stanju z minimalno prosto energijo F. Ureditev polimernih verig opisujem
kontinuumsko s pomočjo skalarnega polja številske gostote segmentov linearnih po-
limerov ρ in tenzorskega polja nematskega ureditvenega tenzorja Qij. Poiskati je to-
rej treba minimum proste energije. To lahko storimo s pomočjo Euler-Lagrangeovih

















Namesto reševanja Euler-Lagrangeovih enačb je za numerično reševanje kori-
stneje uporabiti "dinamično obliko Euler-Lagrangeovih enačb", ki nekoliko spominja























pri čemer je γ konstanta, ki opredeljuje kako hitro teče čas t [3].
Ne glede na začetno stanje sistema, velja, da v kolikor po dovolj dolgem času do-
sežemo stacionarno stanje, je le to obenem rešitev Euler-Lagrangeovih enačb (4.14)
in (4.15)ter predstavlja ravnovesno stanje sistema, ki ga iščemo. Zato bom pri nu-
meričnem reševanju uporabljal sistem enačb (4.16) in (4.17). Za konkretno obliko
gostote proste energije razpisan sistem teh enačb se zaradi želje po preglednosti
nahaja v Dodatku A.
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5. poglavje
Začetni in robni pogoji ter pogoj ohra-
nitve mase
V 4. poglavju sem opisal posamezne prispevke v izrazu za gostoto proste energije
linearnih polimerov in zapisal diferencialne enačbe za iskanje stacionarnega stanja. V
tem poglavju pa bom predstavil začetne pogoje, nekaj robnih pogojev ter zadostitev
pogoju za ohranitev mase. Kakor sem omenil v uvodu, bom opazoval orientacije
polimernih verig, ujetih znotraj krogelne lupine kontinuumsko.
Ker so polimerne molekule ujete znotraj krogelne lupine, mora biti masa (oziroma
število polimernih segmentov) znotraj krogle konstantna. Ker je volumen krogle,
ki jo omejuje krogelna lupina, prav tako konstanten, mora biti konstantna tudi
povprečna številska gostota polimernih segmentov znotraj krogle. Ta pogoj lahko
na vsakem časovnem koraku izpolnimo tako, da izračunanemu gostotnemu polju











Ureditev polimernih verig opisujemo s poljema ρ in Qij. Zanju moramo definirati
robne pogoje. Najprej si poglejmo robni pogoj, uporabljen za polje gostote ρ.
5.1 Robni pogoj za gostoto
Ker so polimeri ujeti znotraj krogelne lupine in torej sistema ne zapuščajo, bomo za





= 0 . (5.2)








pri čemer je ρ
⃓⃓
∂K
številska gostota polimernih segmentov v točki na robu in ρ
⃓⃓
sosed
številska gostota najbližjega soseda. Pri tem oznaka najbližji sosed ustreza točki
znotraj območja krogle, ki leži na mreži in je dani robni točki najbližja. Če je
takšnih točk več, za najbližjega soseda izberem eno izmed njih.
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5.2 Robni pogoji za tenzor ureditvenega parametra
Za tenzor ureditvenega parametra na robu krogle bom opisal in ločil dva robna
pogoja: normalnega in tangentnega. Tu se tangentnost in normalnost nanašata na
ureditev polimernih verig na robu. Pri tao.
5.2.1 Normalni robni pogoji
V kolikor poleg normalnosti na robu zahtevamo še enoosno ureditev (tj. p = 0 in
s ̸= 0), lahko v koordinatnem sistemu B, katerega z-os sovpada z normalo na rob,

















Ker skalarnega ureditvenega parametra ne želim fiksirati, ga po diskretizaciji
prevzamem od najbližjega soseda. Pri tem se moramo zavedati, da v sosedni točki
nimamo pogoja po enoosni simetriji, zato namesto skalarnega ureditvenega parame-
tra soseda uporabimo skalarni ureditveni parameter, ki pri dani gostoti najbližjega


















V bazi B lahko tako zapišemo nematski ureditveni tenzor na robu za primer

















Kadar se ne omejimo zgolj na enoosno ureditev, je treba ustrezno spremeniti tudi
normalni robni pogoj. Zagotoviti moramo, da glavna lastna os sovpada z normalo
roba, obenem pa še vedno želimo, da sistem na robu v največji meri ohrani ureditev iz
najbližje okolice. Pri tem ne želim nikakršnih operacij, ki bi zahtevale diagonalizacijo
matrik in iskanje lastnih osi ter lastnih vrednosti ureditvenega tenzorja. V ta namen
zapišimo nematski ureditveni tenzor najbližje sosedne točke v bazi B (katere z-os
ustreza smeri normale na rob). Od tega tenzorja odštejemo tri brezsledne matrike,
ki poskrbijo, da postane z-os glavna lastna smer ureditvenega tenzorja na robu



































5.2. Robni pogoji za tenzor ureditvenega parametra
Pomembno je, da so vse te matrike brezsledne, saj le tako lahko ohranjamo











































Pri tem je α parameter robnega pogoja in vpliva na lastne vektorje znotraj
ravnine, tangentne na rob. V nalogi bom uporabil α = 2, saj sta tedaj prispevka
konstant e in d enakovredna. Poleg tega naj opomnim, da je zaradi stabilnosti v
konstanti a vsebovan skalarni ureditveni parameter ˜︁s, izračunan po enačbi (5.5), in
ne dejanski skalarni ureditveni parameter ssosed v sosednji točki. Pri tem postopku
potrebujemo poleg ureditvenega tenzorja najbližje sosedne točke, izračunanega v
bazi B, tudi stopnjo dvoosnosti psosed v sosednji točki; izračunamo jo lahko, ko
poznamo skalarni ureditveni parameter ssosed sosedne točke. Slednjega lahko, če
poznamo determinanto ureditvenega tenzorja in sled kvadrata ureditvenega tenzorja,
prek (5.9) in (5.10) povežemo v kubično enačbo (5.11).
s3 − p2s = 4detQ (5.9)
3s2 − p2 = 2QijQji (5.10)
s3 − 1
2
QijQjis− detQ = 0 (5.11)


































Pri implementaciji zapisa enačbe (5.12) moramo biti pazljivi, saj imamo v obeh
prispevkih opravka s kompleksnimi števili. Pri tem pravzaprav dobimo tri realne
rešitve [35], ki ustrezajo vsem trem lastnim vrednostim ureditvenega tenzorja, pri
čemer maksimalna ustreza skalarnemu ureditvenemu parametru s. Od tod lahko
izračunamo stopnjo dvoosnosti kot:
p =
√︁
2QijQji − 3s2 . (5.13)
Obema opisanima normalnima robnima pogojema za enoosno in dvoosno uredi-
tev zadostim tako, da v vsakem časovnem koraku izvedem ustrezne, zgoraj opisane
operacije (tj. za enoosno ureditev uporabim enačbo (5.4) in za dvoosno pa enačbo




pisan v bazi B, zapišem v zunanjo globalno bazo BZ , kar mi pomaga pri nadaljnjem
numeričnem računanju.
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5.2.2 Tangentni robni pogoji
Drugi robni pogoj, ki sem ga uporabil v tej nalogi, je tangentni robni pogoj za
nematski ureditveni tenzor Q. Da bo ta pogoj zagotovljen, mora nematski ureditveni
tenzor na robu Q
⃓⃓
∂K
v smeri normale na rob imeti lastno vrednost, enako −1/2 [6].
Le takšna lastna vrednost zagotovi, da vse verige potekajo zares tangentno na rob
(tj. pravokotno glede na normalo roba). Od nematskega ureditvenega tenzorja v
najbližji sosednji točki, ki ga zapišemo v lokalni bazi B (tj. baza, v kateri z-os
sovpada z normalo na rob), odštejemo brezsledne matrike, tako da je lastna os v





























































S tem postopkom izpolnim zahtevo po tangentnem robnem pogoju in obenem
čim manj spremenim ureditev polimernih verig na robu v primerjavi z ureditvijo
v bližnji okolici. Seveda pa se je treba zavedati, da ta postopek ne ohranja nujno
stopnje dvoosnosti iz sosedne točke. Podobno kot pri postopkih za normalni robni
pogoj ureditvenega tenzorja tudi tukaj postopek, ki ga opisuje enačba (5.14), poteka
v lokalni bazi B. Za nadaljnje računanje potrebujemo zapis v zunanji globalni bazi
BZ .
5.2.3 Tangentni robni pogoj za direktorsko polje
Tangentni pogoj 5.14 zagotavlja, da so vse polimerne verige tangentne glede na
rob. Ureditve znotraj ravnine tangentne na robu neposredno ne določa. Tangentni
pogoj 5.14 sistemu vsiljuje homogeno planarno ureditev s skalarnim ureditvenim
parametrom −1/2 v smeri normale na rob.
Nekatere površine nasprotno zahtevajo na robu enoosno ureditev, katere glavna
lastna os leži znotraj ravnine tangentne na rob – tj. degenerirano planarno enoosno
sidranje. Takšna ureditev sprosti omejitev zahteve, da so vse polimerne verige tan-
gentne na rob. Vpelje pa enoosno ureditev. Degenerirano planarno enoosno sidranje
tako ustreza tangentnemu robnemu pogoju za direktorsko polje [31].
Definirajmo tenzorsko polje ˜︁Qij = Qij + 12˜︁sδij. Do robnega pogoja, ki vsiljuje
degenerirano planarno enoosno sidranje, pridemo, če kaznujemo odstopanja tenzor-
skega polja ˜︁Qij od njegove projekcije na robno površino ˜︁Q⊥ij [31][36]. Projekcijo na
površino z normalo ˜︁n izračunamo kot [31][36]:
˜︁Q⊥ij = Pik ˜︁QklPlj; Pij = δij − ˜︁ni˜︁nj. (5.16)
Tako lahko definiramo kvadratni potencial površinske proste energije, ki kaznuje
odstopanja tenzorskega polja ˜︁Qij od njegove projekcije na robno površino ˜︁Q⊥ij [31]:
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fROB = WPD( ˜︁Qij − ˜︁Q⊥ij)2, (5.17)
kjer je WPD konstanta, ki določa širino potenciala. Minimum potenciala ˜︁Qij = ˜︁Q⊥ij
tako ustreza želeni tangentni ureditvi na robu.
V nalogi sem do sedaj robne pogoje predpisal eksplicitno. Vendar slednje ni edina
možnost. Lahko jih namreč definiramo preko potenciala proste energije. Variacija
proste energije vodi do Euler-Lagrangeovih enačb (D.5) za notranjost volumna kot










Analitično bi torej znotraj volumna reševali običajne Euler-Lagrangeove enačbe,
na robu pa robno enačbo (5.18) – oziroma v splošnejši obliki robno enačbo (D.6).
Numerično slednjega ne počnemo, saj je rob neskončno tanek. Tako so tudi obrobne
točke pravzaprav notranje točke. Tudi v teh točkah torej rešujemo običajne Euler-
Lagrangeove enačbe. V robnih točkah dodamo gostoti proste energije potencial
za robni pogoj (5.17). Člene znotraj Euler-Lagrangeovih enačb, ki jih na robu ne
moremo izvrednotiti (tj. drugi krajevni odvodi) zamenjamo z ustrezno uteženimi
členi robne enačbe (5.18) [37].
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pri tem ∆x ustreza razdalji med najbližjimi sosednjimi točkami kubične mreže (gl.
6. poglavje). Prispevka tenzorske vezi (tj. zadnja dva člena v (5.19)) bom ob izvedbi
robnega pogoja zanemaril.
5.2.4 Začetni pogoji
Čeprav začetna ureditev polimernih verig (razen v posebnih primerih) ni pomembna
za stacionarno stanje sistema, jih kljub temu navajam zaradi kompletnosti opisa.
V nalogi bom za gostoto uporabil homogeno gostoto ρ0 [29]:
ρ = ρ0. (5.20)
Začetno stanje tenzorskega polja ureditvenega tenzorja Q določim kot enoosno
ureditev v vsaki točki posebej, torej tako lastno smer kakor tudi skalarni ureditveni
parameter s [29]. Do lastne smeri pridemo z ustreznimi rotacijami okrog x-, y- in
z-osi:
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Skalarni ureditveni parameter s je naključno določen, pri čemer je največja možna
vrednost omejena s s0, prav tako so tudi vsi trije koti α, β in γ naključno določeni
za vsako točko posebej:




Reševanja zastavljene naloge – iskanja ravnovesne ureditve linearnih polimerov, uje-
tih v krogelni kapsidi – sem se lotil numerično, zato je bilo treba definicijsko območje
(tj. kroglo) na katerem iščemo ravnovesni polji gostote in ureditvenega tenzorja, dis-
kretizirati. V nalogi bom uporabil najpreprostejšo, to je kubično mrežo:
x → i∆x , y → j∆y , z → k∆z , (6.1)
pri čemer so ∆x, ∆y in ∆z razdalje med najbližjimi sosednimi točkami kubične
mreže v x-, y- in z-smeri, števila i, j in k pa določajo, v kateri točki na kubični mreži
se nahajamo. Pri reševanju bom uporabil ∆x = ∆y = ∆z.
Prav tako diskretiziramo tudi čas t:
t → n∆t . (6.2)
(a) Velikost mreže N = 20. (b) Velikost mreže N = 30.
Slika 6.1: Na zgornji sliki sta prikazani mreži definicijskega območja za dve različni
gostoti mreže N. Sliki sta narejeni s pomočjo programa Paraview [38].
Naše definicijsko območje je krogla, zato so uporabne zgolj točke kubične mreže,
ki so znotraj krogelne lupine. Kot rob območja sem definiral vse točke, ki so od vseh
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točk, ki so znotraj krogelne lupine ali na njej, robu krogle najbližje (gl. Sliko 4.1).
Normale v teh točkah so enotski vektorji, ki kažejo proč od središča krogle. Samih
robnih pogojev ni potrebno preoblikovati, saj sem jih v 5. poglavju že zapisali v
obliki, ki je primerna za numerično računanje.
6.1 Diskretizacija enačb
Naslednji korak je diskretizacija "dinamičnih" Euler-Lagrangeovih enačb za sistem
(gl. Dodatek A). V ta namen je treba najprej diskretizirati odvode. Vzamemo
odvode kar se da simetrične oblike [39].
V nalogi bom uporabil najpreprostejše diskretizacije odvodov:
• Diskretizacija časovnega odvoda [39]:
∂f
∂t
(i, j, k, n) → 1
∆t
(︂
f(i, j, k, n)− f(i, j, k, n− 1)
)︂
. (6.3)
• Diskretizacija prvih krajevnih odvodov [39]:
∂f
∂x
(i, j, k, n) → 1
2∆x
(︂





(i, j, k, n) → 1
2∆y
(︂





(i, j, k, n) → 1
2∆z
(︂
f(i, j, k + 1, n)− f(i, j, k − 1, n)
)︂
. (6.6)
• Diskretizacija drugih krajevnih odvodov v dani smeri [39]:
∂2f
∂x2
(i, j, k, n) → 1
∆x2
(︂





(i, j, k, n) → 1
∆y2
(︂





(i, j, k, n) → 1
∆z2
(︂
f(i, j, k + 1, n)− 2f(i, j, k, n) + f(i, j, k − 1, n)
)︂
. (6.9)
• Diskretizacija drugih mešanih krajevnih odvodov [39]:
∂2f
∂x∂y
(i, j, k) → 1
4∆x∆y
(︂






(i, j, k) → 1
4∆x∆z
(︂






(i, j, k) → 1
4∆y∆z
(︂




S temi diskretizacijami odvodov sem prišel do diskretiziranega sistema Euler-




Kadar fizikalne probleme rešujemo numerično, je koristno (če ne že nujno) enačbe in
količine zapisati v brezdimenzijski obliki. Da bi to lahko naredili, potrebujemo ka-
rakteristične količine za razdalje, številsko gostoto polimernih segmentov in gostoto
energije. Na tem mestu se s karakterističnim časom ne bom ukvarjal, saj sem čas
v sistem vpeljal zgolj za lažje numerično računanje z dodanim časovnim odvodom.
Zato naj bo vpeljani čas t kar v brezdimenzijski obliki [3].
Za karakteristično gostoto vzamem neko referenčno gostoto sistema ρR. Karak-
teristično gostoto energije lahko potem ocenim kot ρRkBT ; potrebujem samo še neko
karakteristično dolžino. Pomagam si z nematsko korelacijsko dolžino, ki ustreza raz-
dalji, na kateri ureditve (natančneje vrednosti skalarnega ureditvenega parametra)
v prostoru med sabo niso več korelirane (povezane) [26]. Do nematske korelacijske
funkcije pridem, če zapišem Euler-Lagrangeovo enačbo za nematski ureditveni ten-
zor (gl. enačbo A.2) pri homogeni gostoti ρ0 v približku ene elastične konstante (tj.
L1 ̸= 0 in L2 = L3 = 0) in enoosne ureditve [13]. Prav tako predpostavim, da se
lastne smeri ureditvenega tenzorja ne spreminjajo po prostoru. Skalarni ureditveni
parameter se od ravnovesnega ureditvenega parametra ˜︁s (gl. enačbo (5.5)) razlikuje
le za majhno deviacijo ∆s, torej s(r) = ˜︁s+∆s(r). Naj bo tudi B = 0 in G = 0 (gl.
prosto energijo (4.13)). V tem primeru je Euler-Lagrangeova enačba takšna:






















Kot lahko opazimo, je korelacijska dolžina odvisna od gostote, elastične kon-
stante in konstante C, ki določa N-I prehod. Ko se homogena gostota spreminja,
se spreminja tudi korelacijska dolžina, zato bom pri postopku iskanja brezdimen-
zijskih količin namesto nematske korelacijske dolžine pri dani elastični konstanti L1
in gostoti ρ0 uporabil referenčno nematsko korelacijsko dolžino, ki je definirana pri
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Sedaj lahko dolžine zapišem v enotah referenčne korelacijske dolžine in gostoto
v enotah referenčne gostote:
x = ξRx̃ , y = ξRỹ , z = ξRz̃ , ρ = ρRρ̃ . (6.17)
Na podlagi tega sem prišel do brezdimenzijskih koordinat x̃, ỹ, z̃ in gostote
ρ̃. Podobno lahko definiramo tudi brezdimenzijske elastične in druge konstante, ki



























G̃ , γ = ρRkBT γ̃ , C = kBTC̃ , χ = kBT χ̃ . (6.18)
V nadaljevanju naloge bom oznako vijuge (tilde) za brezdimenzijske količine





V tem razdelku bom predstavil glavne numerično pridobljene rezultate. Ker me v
nalogi zanima predvsem vpliv tenzorske vezi na ureditev polimernih verig, sem zaradi
želje po nazornosti in enostavnosti fiksiral naslednje brezdimenzijske konstante v
prosti energiji [3][29][26]:
Lρ = 0.1 , ρ
∗ = 0.5 , C = 1 , L1 = 1 , L2 = L3 = 0 , χ = 0.0001 , ρeq = 2.5 . (7.1)
Uporabil sem torej približek ene elastične konstante in potencial N-I prehoda
oblike, ki zagotovi, da je ravnovesni skalarni parameter omejen med vrednostma
−1/2 in 1 (tj. A = 1
2
C in B = 2
9
C). Spreminjal sem začetno homogeno gostoto ρ0,
jakost potenciala tenzorske vezi G ter brezdimenzijski premer krogelnega definicij-
skega območja dK . Prav tako sem ustrezno prilagodil tudi velikost diskretizacijske
mreže N in brezdimenzijsko konstanto γ, ki določa dolžino časovnega koraka. V koli-
kor ni označeno drugače, sem za ureditveni tenzor uporabil preprost normalni robni
pogoj (gl. enačbo (5.6)), za gostoto pa Neumannov robni pogoj, kakor je opisano v
5. poglavju (gl. enačbo (5.3)).
7.1 Časovna odvisnost
Čeprav v nalogi iščemo zgolj stacionarno stanje, si je vredno ogledati tudi časovni
potek približevanja k stacionarnemu stanju. Poleg informacij o dinamiki sistema,
ki jo pri tem lahko pridobimo, lahko ocenimo tudi čas, ki je potreben, da sistem
doseže ravnovesje. Na slikah 7.1 in 7.2 je grafično prikazan časovni potek gostote ρ
in ureditvenega parametra s za vrednost premera dK = 5, začetne homogene gostote
ρ0 = 2.5, velikosti mreže N = 20. Za sliko 7.1 velja konstanta G = 0, za sliko 7.2 pa
G = 0.9.
Čeprav je ta način reprezentacije vizualno zelo nazoren, saj z njim dobimo veliko
informacij o dinamiki in ureditvi verig (tj. gostota, velikost ureditvenega parame-
tra s in tip defekta), ni najbolj prikladen za ugotavljanje časa, ki je potreben za
doseg stacionarnega stanja. V ta namen si oglejmo grafa povprečnega ureditvenega
parametra ⟨s⟩ (gl. Sliko 7.3) in varianco gostote ⟨(ρ− ρ0)2⟩ (gl. Sliko 7.4).
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a) t/γ = 0 b) t/γ = 0.2 c) t/γ = 10 d) t/γ = 20
e) t/γ = 0 f) t/γ = 0.2 g) t/γ = 10 h) t/γ = 20
Slika 7.1: Na grafih a), b), c) in d) je prikazana vrednost skalarnega ureditvenega
parametra s vzdolž ravnine, ki prebada središče krogle ob različnih časih t/γ. Na
grafih e), f), g) in h) pa je prikazana gostota ρ vzdolž iste ravnine ob enakih časovnih
korakih (čas je zabeležen pod grafi). Za vse grafe velja premer dK = 5, začetne
homogene gostote ρ0 = 2.5, velikosti mreže N = 20 ter konstanta G = 0. Opazimo,
da iz začetne homogene gostotne porazdelitve sistem preide v ureditev, ki ima v
središču maksimum gostote, minimum pa na robovih krogle. Iz grafov za skalarni
ureditveni parameter s razberemo, da sistem iz povsem naključne ureditve preide
v ureditev s točkastim topološkim defektom (+1) v središču krogle in kasneje v
ureditev, ki ima linijski topološki defekt v obliki obroča (+1/2) [9][10][6][38].
a) t/γ = 0 b) t/γ = 0.2 c) t/γ = 4 d) t/γ = 10
e) t/γ = 0 f) t/γ = 0.2 g) t/γ = 4 h) t/γ = 10
Slika 7.2: Na grafih a), b), c) in d) je prikazana vrednost skalarnega ureditvenega
parametra s vzdolž ravnine, ki prebada središče krogle ob različnih časih t/γ. Na
grafih e), f), g) in h) pa je prikazana gostota ρ vzdolž iste ravnine ob enakih ča-
sovnih korakih, kar je zabeleženo pod vsakim grafom. Za vse grafe veljajo enake
vrednosti konstant dK , ρ0 in N kot na Sliki 7.1. Razlikuje se zgolj vrednost jakosti
vezi G = 0.9. Tako kot na Sliki 7.1 tudi tukaj opazimo, da sistem preide v ureditev,
ki ima v središču maksimum gostote, minimum pa na robovih krogle. Iz grafov za
skalarni ureditveni parameter razberemo, da sistem preide v ureditev z linijskim to-
pološkim defektom v obliki obroča (+1/2), ki ga doseže občutno prej kot v primeru,
prikazanem na Sliki 7.1 (tj. G = 0) [9][10][6][38].
46
7.1. Časovna odvisnost
Slika 7.3: Na grafu je prikazana odvisnost povprečnega skalarnega parametra ⟨s⟩
od časa t/γ za različne velikosti diskretizacije mreže N, kakor je označeno v legendi
grafa. Velja ρ = 2.5. Pri rdeče, vijolično in temno modro obarvanih krivuljah je
jakost vezi G = 0.9, pri svetlo modo obarvani krivulji pa je G = 0 [11].
Slika 7.4: Na grafu je prikazana odvisnost variance gostote ⟨(ρ − ρ0)2⟩ od časa t/γ
za različne velikosti diskretizacije mreže N ter za jakosti vezi G = 0.9 in G = 0.
Velja ρ = 2.5. Slika je izdelana s pomočjo programa Graph [11].
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Na podlagi grafov 7.3 in 7.4 lahko hitro ocenimo, da je za doseg stacionarnega
stanja potreben čas t reda velikosti okrog 10γ. Na obeh slikah je morda najzanimi-
vejši graf za vrednost G = 0. Opazimo lahko, da je sistem najprej težil k ureditvi
s povprečnim ureditvenim parametrom ⟨s⟩ ≈ 0.58, ko pa so se polimeri prerazpo-
rejali (spreminjal se je prostorski profil gostote), so postala bolj ugodna stanja s
povprečno ureditvijo ⟨s⟩ ≈ 0.37. Zato je pri preverjanju, ali smo dosegli stacionarno
stanje, potrebno opazovati oba grafa 7.3 in 7.4 in ne zgolj enega. Seveda pa nam
dana grafa ⟨(ρ − ρ0)2⟩(t) in ⟨s⟩(t) ne dajeta veliko informacij o sami ureditvi poli-
mernih verig. Kljub temu nam pomagata v grobem razčleniti dinamiko sistema k
ravnovesnemu stanju. Če slednje uporabimo za primer G = 0 iz slik grafov 7.3 in
7.4, in pogledamo ureditve pri ustreznih časih (tj. t/γ ≈ 0.2 in t/γ ≈ 20), lahko
opazimo, da ima sistem ob času t/γ ≈ 0.2 radialno ureditev s točkastim defektom
+1 v središču krogle, toda ker se s časom veča gostota v središču krogle (tam ima
sistem maksimum gostote), radialna ureditev s točkastim defektom ni več ugodna,
zamenja pa jo ureditev z linijskim defektom +1/2 v obliki obroča [9][10][6]. Več o
tipih ureditve, ki jih opazimo v tem sistemu, si bomo ogledali v razdelku 7.3.
(a) Velikost mreže N = 20. (b) Velikost mreže N = 24.
(c) Velikost mreže N = 26. (d) Velikost mreže N = 30.
Slika 7.5: Na slikah (a), (b), (c) in (d) je grafično predstavljeno polje skalarnega
ureditvenega parametra vzdolž prečne ravnine z normalo (1,0,0) za različne gostote
mreže N. Velja tudi G = 0.9, ρ0 = 2.5, dK = 5 in t/γ = 8. Na vseh grafih opazimo
defekt v obliki obroča, seveda pa so grafi za večje velikosti mreže N bolj podrobni.
Grafi so izdelane s pomočjo programa Paraview [38].
Pred tem si je vredno ogledati in med seboj primerjati polja skalarnega uredi-
tvenega parametra in gostote za različne velikosti mreže N. Na slikah 7.5 in 7.6 je
grafično predstavljena gostota oziroma skalarni ureditveni parameter vzdolž preč-
nega prereza za različne gostote mreže N pri času t/γ = 8. Opazimo, da z večanjem
velikosti mreže N pridobimo na ločljivosti in kvaliteti rešitve. Opazimo lahko tudi
48
7.2. Primer ureditve
to, da pri času t/γ = 8 sistem pri velikosti mreže N = 30 še ni dosegel stacionarnega
stanja (gl. Sliko 7.6). Kljub temu ima sistem za vse prikazane velikosti mreže N
ureditev z linijskim defektom +1/2 v obliki obroča [9][10][6]. Maksimum gostote pa
je v središču krogle.
(a) Velikost mreže N = 20. (b) Velikost mreže N = 24.
(c) Velikost mreže N = 26. (d) Velikost mreže N = 30.
Slika 7.6: Na grafih (a), (b), (c) in (d) je grafično predstavljeno polje gostote vzdolž
prečne ravnine z normalo (1,0,0) za različne gostote mreže N. V grobem lahko opa-
zimo, da velikost mreže N ne vpliva na profil gostote, kar je seveda pričakovano.
Kljub temu lahko opazimo, da ima gostota mreže N vpliv na čas, ki je potreben
za doseg ravnovesnega stanja. To lahko opazimo, če primerjamo profile (a), (b) in
(c) proti profilu (d). Večja kot je mreža, dlje bo treba čakati, da sistem doseže
stacionarno stanje. Grafi so izdelane s pomočjo programa Paraview [38].
7.2 Primer ureditve
Oglejmo si nekaj primerov različnih tipov ureditev, ki jih lahko zasledimo s spremi-
njanjem robnih pogojev za ureditveni tenzor, jakosti vezi G in začetno homogeno
gostoto ρ0. Pri tem naj bo za vse primere brezdimenzionalni premer robne krogle
dK = 5. Najprej si oglejmo tri tipe ureditve pri preprostem normalnem robnem
pogoju za ureditveni tenzor (5.4).
7.2.1 Radialna ureditev s točkastim defektom +1
Ta ureditev polimernih verig je najpreprostejša in jo opazimo zgolj pri normalnih
robnih pogojih za ureditveni tenzor, saj ga le ti preferirajo. Tej ureditvi nasprotuje
elastični člen v prosti energiji (gre namreč za pahljačasto deformacijo) in potencial
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izvorov vezi. Za to ureditev je značilen točkasti defekt +1 [9][10][6], ki se nahaja v
središču krogle (gl. Sliko 7.7), polimerne verige pa so urejene radialno, pri čemer je
ureditev (tj. skalarni ureditveni parameter s) največja na robu; bližje kot smo sredi-
šču, bolj so polimeri neurejeni (tj. s → 0). Številska gostota polimernih segmentov
ρ, je največja v središču krogle in se proti robu zmanjšuje.
Slika 7.7: Na sliki so prikazane tokovnice (silnice) direktorskega polja. Njihova
obarvanost prikazuje vrednost številske gostote polimernih segmentov ρ. Vrednost
skalarnega ureditvenega parametra je v barvni skali prikazana vzdolž označene rav-
nine. V središču je nakazan tudi točkasti defekt +1 [9][10][6]. Za sliko veljata jakost
vezi G = 0 in začetna homogena gostota ρ0 = 1. Uporabljen je bil preprost normalni
robni pogoj za ureditveni tenzor (5.4). [38].
7.2.2 Radialna ureditev z linijskim defektom +1/2
To ureditev polimernih verig opazimo pri vseh treh robnih pogojih za ureditveni
tenzor (5.4), (5.7) in (5.14). Za to ureditev je značilen linijski defekt +1/2 [9][10][6],
ki je v obliki obroča (gl. Sliko 7.8). V povprečju so polimerne verige na robu
zaradi normalnega robnega pogoja še vedno urejene radialno, v notranjosti pa tako
kot prikazuje Slika 7.8, pri čemer je ureditev (tj. skalarni ureditveni parameter
s) največja na robu. S približevanjem obroču se ta urejenost zmanjšuje, od obroča
proti centru krogle pa se zopet povečuje. Številska gostota polimernih segmentov ρ je
največja v središču krogle in se proti robu zmanjšuje. Ker defekt ni celoštevilski, ga z
vektorsko obravnavo ureditve polimernih verig ne bi mogli dobiti. Za to potrebujemo
tenzorski opis.
Podobno ureditev dobimo tudi za drugi normalni robni pogoj (5.7) (gl. Sliko
7.9). Zaradi preprostosti in ekonomičnosti bom zato v večjem delu naloge uporabil
preprostejši robni pogoj (5.4).
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Slika 7.8: Na sliki so prikazane tokovnice (silnice) direktorskega polja. Kot izvor
teh silnic sem izbral kroglo, postavljeno v središče območja, in z radijem, enakim
povprečnemu radiju obroča. Obarvanost silnic prikazuje vrednost številske gostote
polimernih segmentov ρ. Vrednost skalarnega ureditvenega parametra je v barvni
skali prikazana vzdolž označene ravnine. Znotraj dane ravnine je prikazano tudi
direktorsko polje. Obarvanost direktorja predstavlja vrednost skalarnega ureditve-
nega parametra s. Nakazan je tudi obroč linijskega defekta [9][10][6]. Za sliko velja
jakost vezi G = 0.5 in začetna homogena gostota ρ0 = 2.5. Uporabljen je bil pre-
prost normalni robni pogoj za ureditveni tenzor (5.4). Slika je izdelana s pomočjo
programa Paraview [38].
Slika 7.9: Na sliki so prikazane silnice direktorskega polja. Obarvanost silnic prika-
zuje vrednost številske gostote polimernih segmentov ρ. Vrednost skalarnega ure-
ditvenega parametra je v barvni skali prikazana vzdolž označene ravnine. Znotraj
dane ravnine je prikazano tudi direktorsko polje. Obarvanost direktorja predstavlja
vrednost skalarnega ureditvenega parametra s. Vrednosti jakosti vezi G in začetne
homogene gostote ρ0 sta enaki kot na Sliki 7.8. Kot robni pogoj za ureditveni tenzor
je uporabljen splošnejši robni pogoj (5.7). Slika je izdelana s pomočjo programa
Paraview [38]. 51
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Slika 7.10: Na sliki je grafično prikazano tenzorsko polje ureditvenega tenzorja Qij.
Tenzor je v opazovani točki prikazan kot preslikava - kot deformacija krogle, ki
kroglo preslika v ustrezen elipsoid. Glavne osi elipsoida ustrezajo glavnim smerem
ureditvenega tenzorja, velikosti polosi pa ustrezajo lastnim vrednostim tenzorja Qij




). Elipsoidi so obarvani v skladu z barvno skalo za ureditveni
parameter s. Slika je izdelana s pomočjo programa Paraview [38].
Polje ureditvenega tenzorja Qij je tenzorsko polje, zato na podlagi direktorskega
polja in skalarnega ureditvenega parametra v splošnem ne izvemo vsega o ureditvi
sistema. Potrebujemo še vpogled v drugi lastni smeri in vrednost stopnje dvoosnosti
p. Grafični prikaz na Sliki 7.10 upošteva tudi te informacije tenzorskega polja Qij (tj.
v dani točki prikazuje vse lastne smeri in lastne vrednosti ureditvenega tenzorja). Na
Sliki 7.10 je prikazano tenzorsko polje ureditvenega tenzorja ob normalnem robnem
pogoju (5.7). Kljub temu da ta tip robnega pogoja dovoljuje dvoosnost na robu
krogle, pa je moč opaziti ureditev, ki je bolj kot ne enoosna.
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7.2.3 Radialna ureditev z linijskim defektom +1/2 na robu
Ta tip ureditve zasledimo pri velikih gostotah polimernih verig in dovolj majhnih
vrednostih konstante vezi G. Zanj je značilen linijski defekti +1/2 v obliki obroča,
ki poteka po robu krogle (gl. Sliko 7.11) [9][10][6]. Maksimum gostote je v središču
krogle, njen minimum pa sovpada z minimumom skalarnega ureditvenega parametra
(tj. z linijskim defektom).
Slika 7.11: Na sliki so prikazane silnice direktorskega polja. Kot izvor teh silnic sem
izbral kroglo, omejeno z obema obročema in postavljeno v središče območja. Obar-
vanost silnic prikazuje vrednost številske gostote polimernih segmentov ρ. Vzdolž
označene ravnine je v barvni skali prikazana vrednost skalarnega ureditvenega pa-
rametra. Nakazan je tudi obroč linijskega defekta +1/2 [9][10][6]. Za izrisan primer
velja jakost vezi G = 0.3 in začetna homogena gostota ρ0 = 5. Uporabljen je bil
preprost normalni robni pogoj za ureditveni tenzor (5.4) [38].
7.2.4 Tangentna ureditev
Oglejmo si sedaj še tangentno ureditev z linijskim defektom +1/2 v obliki obroča (gl.
Sliko 7.12) [9][10][6]. To ureditev dobimo, če uporabimo tangentni robni pogoj za
ureditveni tenzor (5.14). Skalarni ureditveni parameter je skoraj povsod negativen,
najmanjši je ob robu (tam velja s = −0.5). Maksimum gostote je v središču krogle,
minimum pa na njenem robu.
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Slika 7.12: Na sliki so prikazane silnice direktorskega polja. Kot izvor teh silnic
sem izbral kroglo, postavljeno v središče definicijskega območja. Obarvanost silnic
prikazuje vrednost številske gostote polimernih segmentov ρ.Vzdolž označene ravnine
je v barvni skali prikazana vrednost skalarnega ureditvenega parametra. Nakazan je
tudi obroč linijskega nematskega defekta +1/2 [9][10][6]. Pri tem veljata jakost vezi
G = 0 in začetna homogena gostota ρ0 = 5. Uporabljen je bil tangentni robni pogoj
za ureditveni tenzor (5.14). Slika je izdelana s pomočjo programa Paraview [38].
Slika 7.13: Na sliki so prikazane silnice direktorskega polja. Kot izvor teh silnic
sem izbral kroglo, postavljeno v središče definicijskega območja. Obarvanost silnic
prikazuje vrednost številske gostote polimernih segmentov ρ.Vzdolž označene ravnine
je v barvni skali prikazana vrednost skalarnega ureditvenega parametra. Nakazan
je tudi obroč linijskega nematskega defekta +1/2 [9][10][6]. Pri tem veljata jakost
vezi G = 0.2 in začetna homogena gostota ρ0 = 2. Uporabljen je bil tangentni robni




7.2.5 Tangentna ureditev za direktorsko polje
Na zadnje si oglejmo še nekaj ureditev pri tangentnem robnem pogoju za direktorsko
polje (5.19). Za parameter robnega pogoja sem uporabil vrednost WPD = 5. Premer
krogelne kapside je precej majhen in znaša dK = 5 (premer znaša pet nematskih
korelacijskih dolžin).
Na območju vrednosti gostot ρ0 znotraj intervala [1, 5] in jakosti vezi G znotraj
intervala [0, 0.5], opazimo dva kvalitativno drugačna tipa ureditve.
Pri dovolj velikih gostotah ρ0 in majhnih vrednostih jakosti vezi G opazimo precej
homogeno ureditev polimerinih verig s pozitivno vrednostjo skalarnega ureditvenega
parametra s (tj. s > 0) v notranjosti krogelne kapside (gl. Sliko 7.14). V središču
krogle sta gostota ρ in skalarni ureditveni parameter s največja, z bližanjem robu
pa se zmanjšujeta.
Slika 7.14: Za sliko velja jakost vezi G = 0, začetna homogena gostota ρ0 = 2.5 ter
tangentni robni pogoj za direktorsko polje (5.19). Slika prikazuje direktorsko polje
vzdolž prikazane ravnine. Obarvanost direktorjev prikazuje vrednost skalarnega
ureditvenega parametra s. Obarvanost ravnine pa vrednost gostote ρ. Gostota
polimernih segmentov ima maksimum v središču krogle, minimalna pa je na robu.
Prav tako velja tudi za skalarni ureditveni parameter. Ureditev je precej homogena.
Odstopanja opazimo v bližini roba. Slika je izdelana s pomočjo programa Paraview
[38].
Pri majhnih gostotah ρ0 (gl. Sliko 7.15), kot tudi velikih gostatah ρ0 in dovolj
velikih vrednostih jakosti vezi G (gl. Sliki 7.16 in 7.17) opazimo v notranjosti kapside
domeni s skalarnim ureditvenim porametrom s < 0 ter s skalarnim ureditvenim
parametrom s > 0. Območji sta med sabo ločeni z defektom (tj. s = 0). Pri tem
se pri prehodu iz enega območja v drugo zamenja tudi glavna lastna os. Takšna
ureditev je vsekakor nepričakovana, saj nematski tekoči kristali v notranjosti (tj.
dovolj daleč od robov) običajno preferirajo enoosno ureditev s skalarnim parametrom





Slika 7.15: Za sliki velja jakost vezi G = 0, začetna homogena gostota ρ0 = 1 in
tangentni robni pogoj za direktorsko polje (5.19). Slika (a) prikazuje direktorsko
polje območja s skalarnim ureditvenim parametrom s < 0, kot tudi direktorsko po-
lje vzdolž prikazane ravnine. Obarvanost direktorjev prikazuje vrednost skalarnega
ureditvenega parametra s. Obarvanost ravnine pa vrednost gostote ρ. Gostota poli-
mernih segmentov ima maksimum v središču krogle, minimalna pa je na robu. Prav
tako je moč opaziti, da se pri prehodu iz ene domene v drugo zamenja glavna lastna
os ureditvenega tenzorja. Domena s s > 0 (tj. temnozeleno obarvano direktorsko
polje) pretežno ustreza cirkularni ureditvi okrog navpične osi. Ureditev v domeni s
s < 0 pa je precej homogena. Direktorsko polje sem izrisal zgolj na območju, kjer
je gostota ρ dovoljšnja (ρ > 0.5). Po robu na območjih, kjer je gostota ρ znatno
manjša, poteka nematski linijski defekt. Slika (b) prikazuje vrednost skalarnega ure-
ditvenega parametra vzdolž na sliki (a) z rožnato barvo označene daljice. Opazimo
lahko, da sta območji med sabo prostorsko precej ostro ločeni. Slika je izdelana s





Slika 7.16: Za sliki velja: jakost vezi G = 0.2, začetna homogena gostota ρ0 = 2.5
in tangentni robni pogoj za direktorsko polje (5.19). Slika (a) prikazuje direktorsko
polje vzdolž prikazane ravnine. Obarvanost direktorjev prikazuje vrednost skalar-
nega ureditvenega parametra s. Obarvanost ravnine pa vrednost gostote ρ. Gostota
polimernih segmentov ima maksimum v središču krogle, minimalna pa je na robu.
Tik ob robu imamo tangentno enoosno ureditev s skalarnim ureditvenim parame-
trom s > 0, v notranjosti pa planarno ureditev s skalarnim ureditvenim prametrom
s < 0. Ureditev direktorjev je znotraj domene s s < 0 precej homogena. Pri prehodu
iz ene domene v drugo se zamenja glavna lastna os ureditvenega tenzorja. Slika (b)






Slika 7.17: Za sliki velja: jakost vezi G = 0.5, začetna homogena gostota ρ0 = 2.5
in tangentni robni pogoj za direktorsko polje (5.19). Slika (a) prikazuje direktorsko
polje vzdolž prikazane ravnine. Obarvanost direktorjev, kot tudi ravnine, prikazuje
vrednost skalarnega ureditvenega parametra s. Iz slike sta domeni dobro razvidni
(tj. območje s s < 0 in območje s s > 0). Ureditev direktorjev je znotraj posamezne
domene precej homogena. Pri prehodu iz ene domene v drugo se zamenja glavna
lastna os ureditvenega tenzorja. Slika (b) prikazuje direktorsko polje vzdolž ravnine,
ki je pravokotna na ravnino s slike (a). Za razliko od Slike 7.16 tukaj območje
enoosne ureditve s s > 0 ni več omejeno zgolj na plast ob robu. Slika je izdelana s
pomočjo programa Paraview [38].
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Pri majhnih vrednostih jakosti vezi G je območje enoosne tangentne ureditve (tj.
območje pri s > 0) pretežno omejeno na okolico roba (gl. Sliko 7.16). Pri večanju
jakosti vezi G (gl. Sliko 7.17) domena s s > 0 prodre tudi v notranjost volumna
in ni več omejena zgolj na zunanjo plast tik ob robu. Z večanjem jakosti vezi G se
torej veča območje enoosne tangentne ureditve.
Območje planarne ureditve na slikah 7.15 in 7.17 doseže tudi rob. Slednje po-
meni, da se sidranje zlomi. Enoosni tangentni robni pogoj (5.19) za direktorsko
polje tam ni izpolnjen. Še vedno pa velja, da so polimerne verige tangentne glede
na rob. Ureditev le teh ob robu ni enoosna ampak planarna, povsem enaka kot pri
tangentnem robnem pogoju (5.14).
Ureditev s kombinacijo planarne in enoosne ureditve bi lahko bila seveda nek nu-
merični artefakt zaradi neustreznih vrednosti časovnega in krajevnega koraka. Toda
opisana ureditev je prisotna na zelo širokem območju časovnega (preveril sem za
vrednosti časovnega koraka vse do 1/γ = 0.00001) kot tudi krajevnega koraka (pre-
veril sem vse do velikosti mreže 40x40x40), zato je slednje malo verjetno. Opažena
ureditev bi lahko bila tudi posledica samo-uskladitve ob uporabi lokalne vredno-
sti skalarnega ureditvenega parametra v robnem pogoju (5.19). Zaradi tega sem
namesto lokalne vrednosti skalarnega ureditvenega parametra s uporabil skalarni
ureditveni parameter ˜︁s, ki minimizira energijo N-I prehoda (po zgledu [31]). Ure-
ditev je lahko tudi posledica majhnosti sistema. Morda je takšna ureditev prisotna
zgolj v majhnih sistemih, v večjih pa ne. V primeru, da nobena od teh treh možnosti
ni kriva za opaženo ureditev, pa je možno, da gre za dejansko, za fiziko aktualno
ureditev, ki zaenkrat še ni raziskana. Ureditev bi lahko bila posledica sklopitve med
gostotnim poljem in poljem ureditvenega tenzorja.
Sledenje seveda presega okvir tega dela. Zato se moram na tej točki ustaviti. Za
odgovor na nakazano dilemo bodo potrebne dodatne raziskave, ki bodo odkrile, ali
je prikazana ureditev (gl. Slike 7.15, 7.16 in 7.17) fizikalna ali je posledica majhnosti
sistema ali pa gre zgolj za nek numerični artefakt.
7.3 Fazni graf in ureditveni tipi
V prejšnjem razdelku smo si ogledali nekaj primerov ureditev, ki jih opazimo v
izbranem sistemu. Sedaj si oglejmo, kako na ureditve vpliva jakost tenzorske vezi
G in povprečna gostota polimernih verig ρ0 pri dani velikosti krogelne lupine dK .
V tem razdelku se bom omejil na uporabo enoosnega normalnega robnega pogoja
(5.4), saj je časovno najmanj zahteven in nam obenem omogoča, da opazimo vse
predhodno opisane tipe defektov. Tangentni robni pogoj (5.14), čeprav zanimiv,
pa ne glede na vrednost parametrov G in ρ0 vzpostavi en sam tip defekta: linijski
defekt +1/2 v obliki obroča. Zato se z njim v tem razdelku ne ukvarjam.
Najprej si oglejmo tipe nematskih defektov za premer dK = 5, kasneje pa še za
dK = 10. Opazovane gostote ρ0 se nahajajo v intervalu [1, 5], jakosti vezi pa na
območju [0, 0.9]. V nalogi smo se omejili na obravnavo molekul v nematski fazi,
torej mora biti homogena gostota večja od mejne gostote ρ∗ = 0.5. Obenem pa
ne pričakujemo, da bo homogena gostota v sistemu mnogo večja od želene gostote
ρeq = 2.5. Zato sta izbrani meji opazovanega območja za povprečno gostoto ρ0
ustrezni. Kazenski potencial za izvore tenzorske vezi lahko razumemo tudi kot neke
vrste dodaten elastičen člen k elastični energiji, zato ne pričakujemo, da bo njegova
konstanta vezi G večja od elastične konstante L. Ravno nasprotno, pričakujemo, da
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bo manjša ali kvečjemu primerljive velikosti. Temu posledično ustreza tudi izbira
opazovanega območja za vrednosti jakosti vezi G.
Slika 7.18: Na sliki je prikazan fazni graf tipov ureditev in pripadajočih nematskih
defektov v odvisnosti od jakosti vezi G (za vrednosti od 0 do 0.9) in povprečne
gostote ρ0 (za vrednosti med 0.6 in 5.4), pri premeru krogle dK = 5. Z rdečo
barvo je označeno območje, na katerem je ravnovesna ureditev radialna s točkastim
defektom v središču krogle. Z modro barvo je označeno območje, na katerem v
sistemu opazimo linijski nematski defekt +1/2 v obliki obroča. Z vijolično barvo je
označeno območje, na katerem linijski nematski defekt +1/2 v obliki obroča poteka
po robu krogelne kapside. Na grafu označene točke predstavljajo točke, v katerih
sem preračunal stacionarno stanje in preveril ureditev; z njihovo pomočjo sem določil
območja posameznih tipov ureditve. Pri tem (in ravno zato) so narisane meje zgolj
okvirne in jih je treba upoštevati kot takšne [9][10][6]. Slika je izdelana s pomočjo
programa Graph [11].
Fazni graf tipov ureditev in defektov na izbranem območju vrednosti ρ0 in G, pri
velikosti dK = 5 je prikazan na Sliki 7.18. Opazimo lahko, da je točkasti nematski
defekt +1 omejen na majhne gostote in majhne vrednosti jakosti vezi G. Pri zmernih
gostotah ali dovolj velikih vrednostih konstante G je nematski defekt v obliki obroča
vrednosti +1/2. Pri zelo velikih gostotah in dovolj majhnih vrednostih jakosti vezi G
pa poteka linijski defekt +1/2 po robu krogle. Glede na tenzorsko vez so preferirane
ureditve z nematskim defektom v obliki obroča, zelo nezaželeni pa so točkasti defekti.
To bi lahko sklepali že iz same oblike tenzorske vezi (3.1), saj vsebuje člen, ki je po
obliki enak elastičnemu členu za pahljačasto in sučno deformacijo (4.6). To pomeni,
da kaznuje pahljačasto deformacijo. Zato je radialna ureditev s točkastim defektom
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+1 bolj neugodna kot ureditev z linijskim defektom +1/2 v obliki obroča. Toda tudi
brez potenciala izvorov vezi (tj. G = 0) pri velikih povprečnih gostotah ρ0 postane
točkasta ureditev neugodna (gl. fazni graf 7.18). Ob večanju povprečne gostote se
namreč veča tudi gostota v središču krogle, saj je maksimum gostote v središču.
Posledično sistem teži k večji urejenosti (tj. večji vrednosti skalarnega ureditvenega
parametra s), kar nasprotuje ureditvi s točkastim defektom +1 v središču krogle, ki
jo vsiljuje robni pogoj. Posledično pri dovolj velikih gostotah ρ0 prevlada težnja po
večji urejenosti [9][10][6].
V kolikor začetno homogeno gostoto ρ0 še povečujemo, postane pri majhnih
vrednostih G-ja bolj ugodna ureditev, ki ima linijski defekt v obliki obroča na robu
(gl. fazni graf 7.18). Takšna ureditev zmanjšuje nematske deformacije polimernih
verig (tj. pahljačasto deformacijo) ter zmanjšuje gradiente gostote znotraj območja
krogle [9][10][6].
Slika 7.19: Na sliki sta shematsko prikazani obliki obeh do sedaj omenjenih defektov:
točkast defekt in linijski defekt v obliki obroča. Slika je zgolj simbolična in služi boljši
predstavi. Slike so izdelane s pomočjo programa Paraview [38].
Poleg teh treh tipov ureditve in pripadajočih nematskih defektov (gl. Sliko 7.19),
drugih tipov ureditve in defektov, na izbranem območju vrednosti konstant G in ρ0,
ne opazimo. Do sedaj smo opazovali ureditev pri dani vrednosti velikosti krogelne
kapside dK = 5. Zato iz tega nekako naravno sledi vprašanje: Ali in kako vpliva
velikost območja K na tipe ureditev polimernih verig? V ta namen je izrisan fazni
graf tipov ureditev in pripadajočih defektov za premer dK = 10 na Sliki 7.20.
Opazimo lahko, da so na izbranem opazovanem območju povsem enaki tipi ure-
ditev. Obenem opazimo tudi to, da se pri tem zmanjša območje, v katerem opazimo
radialno ureditev s točkastim nematskim defektom +1. To je za pričakovati, saj se
mora z večanjem krogle manjšati vpliv roba in robnih pogojev. Naj povzamem: z
večanjem premera dK se veča tudi območje, v katerem opazimo ureditev z defektom
velikosti +1/2 v obliki obroča [9][10][6].
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Slika 7.20: Na sliki je prikazan fazni graf tipov ureditev in pripadajočih nematskih
defektov v odvisnosti od jakosti vezi G (za vrednosti od 0 do 0.9) in povprečne go-
stote ρ0 (za vrednosti med 0.6 in 5.2), pri velikosti krogle dK = 10. Z rdečo barvo
je označeno območje, na katerem je ravnovesna ureditev radialna s točkastim de-
fektom v središču krogle. Z modro barvo je označeno območje na katerem opazimo
v sistemu linijski nematski defekt +1/2 v obliki obroča. Z vijolično barvo je ozna-
čeno območje, na katerem linijski nematski defekt +1/2 v obliki obroča poteka po
robu krogelne kapside. Na grafu označene točke predstavljajo točke v katerih sem
preračunal stacionarno stanje in preveril ureditev, z njihovo pomočjo sem določil
območja posameznih tipov ureditve. Pri tem (in ravno zato) so narisane meje zgolj
okvirne in jih je potrebno tako tudi upoštevati [9][10][6]. Slika izdelana s pomočjo
programa Graph [11].
7.4 Vektorsko polje izvorov
V predhodnih razdelkih smo si ogledali nekaj tipov ureditev polimernih verig, jih
opisali in prikazali območje vrednosti parametrov, pri katerih se posamezni tip ure-
ditve pojavi. Te informacije smo dobili iz ravnovesnega polja ureditvenega tenzorja
Qij in polja gostote ρ. S pomočjo teh dveh polj in tenzorske vezi za linearne polimere
(3.1) lahko izračunamo tudi polje izvorov tenzorske vezi. Od tod pa lahko dobimo
podatke o mezoskopski gostoti tangent krajišč verig g in mezoskopskemu vektorju







Najprej si oglejmo primer vektorskega polja izvorov za normalni robni pogoj
(5.4) (gl. sliki 7.21 in 7.22), nato pa še za tangentni robni pogoj (5.14) (gl. sliki
7.23 in 7.24). Pri tem bodo druge vrednosti parametrov, ki definirajo sistem, ostale
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enake.
Slika 7.21: Na sliki je prikazano vektorsko polje prikazuje smer vektorskega polja
izvorov tenzorske vezi (3.1) pri vrednostih m = 2.5, G = 0.5 in normalnem robnem
pogoju. Velikost vektorskega polja izvorov nam podaja barvna skala. Iz slike je raz-
vidno, da je vektorsko polje izvorov največje na robu krogle. Tam je polje usmerjeno
proti središču krogle. Drugod je polje mnogo šibkejše z usmeritvijo proti robu. Slika
je izdelana s pomočjo programa Paraview [38].
V primeru normalnega robnega pogoja lahko opazimo, da je vektorsko polje iz-
vorov sestavljeno iz dveh delov (gl. Sliko 7.21). Prvi del je po velikosti majhno
in skoraj homogeno polje v notranjosti krogle (gl. Sliko 7.22) in kaže proti robu
krogle. Drugi prispevek je po velikosti mnogo večje vektorsko polje na robu in v
njeni bližnji okolici. Vektorji tega dela polja so usmerjeni proti središču krogle (gl.
Sliko 7.22). Takšna oblika vektorskega polja je pri dani ureditvi pričakovana. Zaradi
enostavnosti predpostavimo, da imamo kratke in zelo toge polimerne verige (torej
ρk << g
l0
). Ker imamo normalni robni pogoj in so verige zelo toge, imajo v povpre-
čju vse verige, ki so ob robu območja, en konec verige zasidran na robu. Na robu
je ureditev največja in zato bo velikost povprečne tangente koncev verig na robu
največja in seveda usmerjena proti središču krogle. Ker so verige toge, morajo v
povprečju tangente nasprotnih koncev teh istih verig kazati v nasprotni smeri. Nji-
hova povprečna smer je torej določena, pozicija teh koncev verig pa je odvisna od
dolžine posamezne verige. Ker ni predpisana, pričakujemo dokaj homogeno razpo-
reditev koncev verig. Posledično je tudi vektorsko polje znotraj krogle po velikosti
dokaj homogeno. Povprečna velikost tangent teh koncev mora biti zaradi manjše
vrednosti skalarnega ureditvenega parametra manjša od povprečne velikosti tangent
koncev na robu. Seveda imamo poleg teh verig, ki so zasidrane na robu, tudi tiste,
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Slika 7.22: Na sliki je prikazan prečni prerez vektorskega polja izvorov tenzorske
vezi (3.1) pri vrednostih m = 2.5, G = 0.5 in normalnem robnem pogoju. Poleg
po velikosti skaliranih puščic nam velikost vektorskega polja izvorov podaja tudi
barvna skala. Na zgornji sliki se še jasneje kot na Sliki 7.21 opazi, da je vektorsko
polje izvorov največje na robu krogle, kjer je polje usmerjeno proti središču krogle.
Drugod je polje mnogo šibkejše z usmeritvijo proti robu. Slika je izdelana s pomočjo
programa Paraview [38].
ki niso; zanje ne veljajo zgornji zaključki. Kljub temu pa se nam ni treba posebej
ukvarjati z njimi. Njihov vpliv se izpovpreči.
Čeprav bi bilo to zahtevnejše, bi lahko podoben razmislek opravili za splošne
verige (in ne samo za kratke in toge verige); pri tem bi morali upoštevati, da prispevki
v vektorskem polju izvorov zajemajo tako prispevek tangent koncev verig kakor tudi
povprečje vektorjev ukrivljenosti verig.
Sedaj si oglejmo še primer vektorskega polja izvorov tenzorske vezi pri tangen-
tnem robnem pogoju (gl. sliki 7.23 in 7.24). Za razliko od vektorskega polja pri
normalnem robnem pogoju tukaj ne opazimo te dvojnosti, razlike med poljem v
bližini roba krogle in vektorskim poljem drugod po krogli. Smer polja je namreč v
vsaki točki usmerjena proti centru krogle (gl. sliki 7.23 in 7.24). Še vedno pa velja,
da je velikost vektorskega polja izvorov večja v bližini roba kot v središču krogle.
Pri tem lahko opazimo tudi to, da je velikost vektorjev izvorov pri tangentnem rob-
nem pogoju precej manjša od njihove velikosti pri normalnem robnem pogoju. Kar
nakazuje, da ureditev z normalnim robnim pogojem (5.4) precej slabše minimizira
kazenski potencial tenzorske vezi (4.12).
Tudi ta oblika vektorskega polja izvorov tenzorske vezi (3.1) je smiselna. Predpo-
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pogoja lahko prispevke tangent krajišč polimerov zanemarimo, upoštevati moramo
zgolj prispevke zaradi upogibov polimerov. Zopet se osredotočimo na robni pogoj.
Tokrat ta zahteva, da so polimerne verige tangentne glede na rob območja K; če nas
torej zanima povprečni vektor ukrivljenosti verig v točki na robu območja, mora ta
sovpadati z vektorjem ukrivljenosti roba v dani točki. Rob definicijskega območja
je krogelna lupina in zato je vektor ukrivljenosti roba v vsaki točki usmerjen proti
središču krogle. Torej je tudi mezoskopski vektor ukrivljenosti k na robu usmerjen
proti središču krogle. Zaradi zveznosti vektorskega polja in oblike roba pričakujemo,
da se bo usmeritev ohranila tudi v notranjosti [41].
S pomočjo prikazanih primerov smo lahko spoznali, da izbira robnih pogojev
nima velikega vpliva samo na ureditveni tenzor Qij, ampak tudi na vektorsko polje
izvorov tenzorske vezi, čeprav je tip nematskega defekta v obeh primerih enak (tj.
linijski defekt +1/2 v obliki obroča).
Slika 7.23: Na sliki prikazano vektorsko polje izvorov tenzorske vezi (3.1) pri vredno-
stih m = 2.5, G = 0.5 in tangentnem robnem pogoju. Poleg po velikosti skaliranih
puščic nam velikost vektorskega polja izvorov podaja barvna skala. Iz slike je razvi-
dno, da je vektorsko polje izvorov največje na robu krogle, najmanjše pa v središču
krogle. Usmeritev vektorskega polja je proti središču krogle. Slika je izdelana s
pomočjo programa Paraview [38].
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Slika 7.24: Na sliki je prikazan prečni prerez vektorskega polja izvorov tenzorske
vezi (3.1) pri vrednostih m = 2.5, G = 0.5 in tangentnem robnem pogoju. Poleg po
velikosti skaliranih puščic nam velikost vektorskega polja izvorov podaja tudi barvna
skala. Na sliki so prikazane tudi ekvipotencialne črte (konture) vektorskega polja,
ki so tudi ustrezno obarvane. Na zgornji sliki se še jasneje kot na Sliki 7.23 opazi,
da je vektorsko polje izvorov največje na robu krogle in najmanjše v središču krogle.





V nastavku proste energije (4.13) smo uporabili kvadratni potencial za izvore ten-
zorske vezi (3.1). Slednje pomeni, da so preferirane ureditve, ki minimizirajo izvore
tenzorske vezi (tj. povprečni vektor ukrivljenosti k in gostota tangent krajišč verig
g). V običajnih okoliščinah je to smiselno, ne pa vedno. V celici je namreč moč
opaziti mnogo procesov, ki vključujejo lokalno taljenje polimernih verig (tj. lokalno
je preferirano stanje z ne-ničelnim vektorjem izvorov tenzorske vezi). Pri molekuli
DNA je to na primer lahko posledica napak v genskem zapisu ali pa gre preprosto
za posledico delovanja encimov (kot na primer restrikcijski encim EcoRI) [42], ki za
namene popravila genskega zapisa lokalno "pretrgajo" verigo. Še posebej zanimivo
in do sedaj ne prav dobro razumljeno je vprašanje, zakaj je v eksperimentih opažena
ukrivljenost verig DNA večja od in vitro pričakovanih [43] [44]. Prav to je bila moja
motivacija za vpeljavo potenciala četrtega reda izvorov tenzorske vezi h v sledeči














Pri tem konstanti G in D v potencialu (8.1) določata moč sklopitve med gostoto
in ureditvenim tenzorjem. V kolikor je G > 0, potencial preferira h = 0, v naspro-
tnem primeru (G < 0), pa rešitve s h ̸= 0. Prek tenzorske vezi (3.1) lahko izrazimo
potencial (8.1) z gostoto in ureditvenim tenzorjem in v takšni obliki je uporabljen
tudi v modelu (gl. nastavek za prosto energijo (8.2)).
Lokalni ekstremi zgornjega potenciala (8.1) se nahajajo pri hm1 = 0 in v kolikor




. Kakšne vrednosti vektorja izvorov tenzorske vezi
h pričakujemo? Če predpostavimo, da imamo opravka z zelo dolgimi polimernimi
verigami, velja g → 0 in h = 3
2
ρk. Povprečna številska gostota polimernih verig
znaša (v našem modelu) ρ0 = 2.5. Ukrivljenost pa lahko izračunamo kot k = 1R ,
kjer je R mezoskopski krivinski radij. Zanj ne pričakujemo, da bo mnogo manjši od
nematske korelacijske dolžine ξR, torej R ∼ 1. Od tod ocenjujem območje velikosti
ravnovesnega vektorja ukrivljenosti hm ∈ [0, 10]. Najverjetneje pa ga bomo našli
znotraj intervala 0 in 5. Slednje nam pomaga pri izbiri ustreznih vrednosti konstant
G in D. V nalogi sem raziskal potenciale, ki so izpolnjevali zgornji pogoj. Nekaj
takšnih potencialov je prikazano na spodnjem grafu (gl. Sliko 7.10):
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Slika 8.1: Na zgornjem grafu so prikazani primeri kazenskih potencialov 4. reda za
vektor izvorov tenzorske vezi (3.1), ki sem jih raziskal v tem delu naloge. Vrednosti
konstant G in D so dodane v legendi na grafu. Minimumi teh potencialov se po
vrsti nahajajo pri: h = 0, h ≈ 6.3, h ≈ 8.5, h ≈ 8.9, h ≈ 9.2, h ≈ 9.4 in h = 10.
V tem poglavju si bomo ogledali, ali je sistem stabilen tudi pri uporabi poten-
ciala, ki preferira ne-ničeln vektor izvorov tenzorske vezi h. Na tem mestu ne bom
odgovoril na zgornje dileme in vprašanja ter tudi ne na to, kakšen je prehod med
običajnimi stanji, ki preferirajo h = 0, in novo opaženimi stanji. Čeprav zgornji
potencial (8.1) za G < 0 res preferira rešitve s h ̸= 0, pa ni edini potencial, ki
vpliva na vrednost vektorja izvorov tenzorske vezi. Pri majhnih sistemih ne smemo
pozabiti tudi vpliva robnih pogojev. V nalogi sem se omejil na opazovanje sistemov
z dK = 15 (gre za zelo majhne sisteme). Če bo model pri takšnih pogojih stabilen,
pričakujem, da bo stabilen tudi za manj omejene sisteme (tj. dK > 15).
Glede na to, da sem namesto potenciala drugega reda izvorov tenzorske vezi
uporabil potencial četrtega reda, moram za stabilnost sistema dodati tudi nemat-
ski elastični člen četrtega reda in kvartični člen potenciala, ki omejuje divergenco




























































































Euler-Lagrangeove enačbe za gostoto proste energije (8.2) so zapisane v Dodatku
E. Pri reševanju tukaj zastavljenega problema sem uporabljal tangentni robni pogoj
(5.14). Parametrov sistema, razen konstant G in D, nisem spreminjal. Njihove
vrednosti so:
Lρ = 0.1 , ρ
∗ = 0.5 , C = 1 , L1 = 1 , L2 = L3 = 0 , (8.3)
χ = 0.1 , ρeq = 2.5 , Lρ2 = 0.1 , L4 = 1 , ρ0 = 2.5 . (8.4)
Časovni poteki povprečnega skalarnega ureditvenega parametra ⟨s⟩ in variance
gostote ⟨(ρ − ρ0)2⟩ za različne vrednosti konstant G in D so prikazani na Sliki 8.2.
Opazimo lahko, da postane sistem za potenciale, ki so preveč široki in globoki,
nestabilen (gl. Sliko 8.2, primere D, E in F). Za potenciale, ki so dovolj ozki in plitki
(gl. Sliko 8.2, primere A, B, C in Č), pa je sistem stabilen. Potenciali z G < 0
povečajo velikost vektorja izvorov h (gl. Sliko 8.3). To se sklada z v eksperimentih
opaženim obnašanjem DNA molekul, ki so pri ustreznih pogojih bolj elastične, kot bi
sicer pričakovali [43] [44]. V nobenem od raziskanih primerov nisem opazil lokalnega
taljenja DNA molekul, kar je tudi za majhne sisteme pričakovano. V nadaljnjih
raziskavah bi bilo smiselno preveriti obnašanje modela za večje sisteme.
Slika 8.2: Na zgornjih grafih sta prikazani časovni odvisnosti povprečnega skalar-
nega ureditvenega parametra ⟨s⟩ in variance gostote ⟨(ρ − ρ0)2⟩ za različne oblike
potenciala (8.1) oziroma vrednosti konstant G in D. Primer A: ustreza G = 0.9
in D = 0.0025; primer B: ustreza G = −0.1 in D = 0.0025; primer C: ustreza
G = −0.18 in D = 0.0025; primer Č: ustreza G = −0.2 in D = 0.0025; primer D:
ustreza G = −0.21 in D = 0.0025; primer E: G = −0.22 in D = 0.0025; primer F:
ustreza G = −0.25 in D = 0.0025. Sistem je za primere A, B, C in Č stabilen, za
primere D, E in F pa ni. Meja stabilnosti se nahaja nekje med Č in D primerom.
Slika je izdelana s pomočjo programa Graph [11].
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Slika 8.3: Na zgornji sliki so prikazani prerezi velikosti vektorskega polja izvorov
tenzorske vezi h za različne potenciale 4. reda (8.1). Velikost vektorja izvorov h je
prikazana grafično v pridani barvni skali. Kot smo pričakovali, lahko opazimo, da
se z večanjem globine in širine potenciala (od primera A proti primeru Č) veča tudi
velikost vektorja izvorov h. Slika je izdelana s pomočjo programa Paraview [38].
Podobne rešitve in rezultate dobimo tudi pri uporabi drugačnih robnih pogojev
(npr. robnega pogoja (5.7) oz. (5.4)). Obnašanje sistema je identično; razlika je
le ta, da je sistem pri normalnih pogojih stabilen tudi pri kazenskih potencialih za
vektor izvorov tenzorske vezi (8.1), ki so globlji in širši.
V kolikor dovolimo, da ima konstanta G v potencialu (8.1), funkcijsko odvisnost
koncentracije ustreznih proteinov (ali drugih vplivov) lahko s tem modelom natanč-
neje opišemo obnašanje in upogib DNA molekul. To lahko morda celo pomaga pri
opisu in razumevanju lokalnega taljenja DNA molekul, kar bo v prihodnosti treba po-
drobneje preučiti in raziskati. Prav tako bi bilo dobro ugotoviti, kakšna je smiselna
odvisnost za konstanto G v potencialu (8.1), in podrobneje raziskati nestabilnost




V nalogi sem na kratko predstavil tenzorsko vez za linearne polimere. Slednjo sem
primerjal z dobro znanimi kontinuumskimi ohranitvami gibalne količine. S pomočjo
preprostih primerov sem grafično predstavil vez. Sledila je predstavitev obravna-
vanega problema: s krogelno lupino omejenih linearnih polimerov. Sestavil sem
funkcional proste energije, ki vključuje tudi kazenski potencial vektorja izvorov ten-
zorske vezi. Z njegovo pomočjo sem tenzorsko vez vpeljal v sistem. Kot robne pogoje
sem uporabil: Neumannov robni pogoj za gostoto, ter tangentni in normalni robni
pogoj za nematski ureditveni tenzor.
V nalogi me je zanimalo zgolj stacionarno stanje sistema. Do njega sem pri-
šel s pomočjo numeričnega reševanja dinamične oblike Euler-Lagrangeovih enačb
(4.16) in (4.17). Za različne velikosti krogelne lupine, številske gostote polimernih
segmentov ρ in jakosti vezi G sem preveril tipe ureditev sistema in izrisal ustrezne
fazne grafe ureditvenih tipov za velikosti krogelne lupine dK = 5 in dK = 10 ter
normalni robni pogoj (5.4). Opazil sem tri osnovne tipe ureditev. Ureditev s točka-
stim nematskim defektom +1, linijskim defektom v obliki obroča +1/2 in linijskim
defektom v obliki obroča +1/2, ki poteka po robu območja. Prvi tip srečamo pri
majhnih gostotah ρ0 in majhnih vrednostih konstante G. Tretji tip srečamo pri ve-
likih gostotah ρ0 in dovolj majhnih vrednostih konstante G, ostali tip pa vsepovsod
drugje. Ogledal sem si tudi vektorsko polje izvorov tenzorske vezi za tangentni in
normalni robni pogoj ter ga smiselno interpretiral.
Čisto na koncu sem v sistem vpeljal kazenski potencial 4. reda za velikost izvorov
tenzorske vezi (8.1). Ugotovil sem, da za dovolj plitve in ozke potenciale (8.1)
sistem ostane stabilen. Pri tem se z večanjem globine in širine potenciala veča
velikost izvorov tenzorske vezi h. Ti dve ugotovitvi sta za prihodnje raziskovanje
zelo obetavni. Ob vpeljavi ustrezne funkcijske odvisnosti konstante G v potencialu
(8.1) bo morda mogoče bolje opisati in razumeti mehčanje DNA molekul, opaženo
in vivo. Prav tako bi bilo vredno natančneje raziskati primere, v katerih sem opazil
nestabilnost sistema. Dobro bi bilo raziskati tudi lokalno taljenje DNA molekul v
povezavi z ustreznim potencialom izvorov tenzorske vezi.
V dani nalogi sem se predvsem zaradi preverjanja konceptov in časovne efektiv-
nosti omejil na zelo majhne sisteme (tj. dK = 5 − 15). Za molekule DNA znaša
nematska korelacijska dolžina ξ okrog 8 nm [29] [26], premer virusne kapside (kro-
gelne lupine) pa se nahaja nekje med 20 in 1000 nm [45][26]. V nalogi sem se omejil
na spodnjo velikostno mejo v eksperimentu opaženih sistemov (to pomeni, da obrav-
navani sistemi ustrezajo velikosti kapsid nekje med 40nm in 120nm). V prihodnje
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Zaradi preglednosti in jedrnatosti je set dinamične oblike Euler-Lagrangeovih enačb
(4.16) in (4.17) za dan primer gostote proste energije (4.13) zapisan v tem dodatku:























2 − L1ρ∂k(Qij)∂k(Qij)− L2ρ∂j(Qij)∂k(Qik)− L3ρQij∂i(Qkl)∂j(Qkl)















+ ∂k(ρ)∂j(Qik) + ρ∂j∂k(Qik)
]︃
. (A.1)







































Izpeljava tangentnega robnega pogoja
V tem dodatku na kratko predstavim izpeljavo robnega pogoja (5.14). Zaradi eno-
stavnosti predpostavim, da so vsi tenzorji, ki jih v izpeljavi uporabljam, že zapisani
v bazi B, katere z-os sovpada s smerjo normale na površino v dani robni točki rrob.
Pri danem robnem pogoju predpostavim, da se ureditveni tenzor Q v robni točki ne






















Tenzor najbližjega soseda Qsosed v splošnem ni oblike (B.2), zato ga moramo ustrezno
























S tenzorjem T1 (B.3) popravimo Qzz komponento. Po operaciji mora biti vre-




= Qzz|sosed − a (B.6)
in njegovo vrednost a = 1
2
+ [Qzz|sosed]B.
S tenzorjema T2 (B.4) in T3 (B.5) zagotovim, da velja Qxz = 0 in Qyz = 0. Od
tod sledita pogoja (B.7) in (B.8) za konstanti b in c:
Qxz := 0 = Qxz|sosed − b, (B.7)
Qyz := 0 = Qyz|sosed − c. (B.8)
Velja torej b = [Qxz|sosed]B in c = [Qyz|sosed]B. Po izvršitvi vseh treh operacij, dobimo
tenzor, ki je oblike (B.2) in tako ustrezno opisuje tangentno ureditev polimernih verig
v dani robni točki rrob. Ob združitvi vseh treh operacij (tj. odštetje tenzorjev (B.3),
(B.4) in (B.5)) dobimo robni pogoj (5.14).
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Dodatek C
Izpeljava normalnega robnega pogoja
V tem dodatku na kratko predstavim izpeljavo robnega pogoja (5.7). Zaradi eno-
stavnosti predpostavim, da so vsi tenzorji, ki jih v izpeljavi uporabljam, že zapisani
v bazi B, katere z-os sovpada s smerjo normale na površino v dani robni točki rrob.
Pri danem robnem pogoju predpostavim, da se ureditveni tenzor Q v robni točki














Zgolj tenzorji, katerih glavna lastna os sovpada z normalo na rob opisujejo normalno
ureditev polimernih verig v dani robni točki rrob. V bazi B mora torej veljati Qzz = s.







Tenzor najbližjega soseda Qsosed v splošnem ni oblike (C.2), zato ga moram ustrezno






























S tenzorjem T1 (C.3) popravimo komponento Qzz. Po operaciji mora biti vre-
dnost komponente Qzz enaka skalarnemu ureditvenem parametru s, od tod zapišem
pogoj za parameter a (C.7):
Qzz := s = Qzz|sosed − a (C.7)
in njegovo vrednost a = [Qzz|sosed]B − s.
S tenzorjema T2 (C.4) in T3 (C.5) zagotovim, da velja Qxz = 0 in Qyz = 0. Od
tod sledita pogoja (C.8) in (C.9) za konstanti b in c:
Qxz := 0 = Qxz|sosed − b, (C.8)
Qyz := 0 = Qyz|sosed − c. (C.9)
Velja torej b = [Qxz|sosed]B in c = [Qyz|sosed]B. Po izvršitvi vseh treh operacij, dobimo
tenzor, ki je sicer ustrezne oblike (C.2), vendar v splošnem glavna lastna vrednost
dobljenega tenzorja ni nujno komponenta Qzz. Da zagotovim slednje, odštejem še
tenzor T4. S tem dobimo tenzor oblike (C.10):
[Q]B =
⎛⎜⎜⎜⎝
Qxx|sosed + 12Qzz|sosed −
1
2
s+ e Qxy|sosed − d 0











da je stopnja dvoosnosti p = psosed (tj. dvoosnost je enaka dvoosnosti ureditvenega
tenzorja Qsosed), zagotovim da je Qzz = s glavna lastna vrednost. Sled kvadrata
ureditvenega tenzorja (C.10), ob upoštevanju brezslednosti ureditvenega tenzorja

















Ob primerjavi izraza (C.11) s splošno zvezo za sled kvadrata ureditvenega ten-
zorja QijQji = 32s
2 + 1
2












Dodatek C: Izpeljava normalnega robnega pogoja




(gl. drugi člen na desni strani enačbe (C.12)) označimo z α2. Konstanti e in d lahko


































Pri zapisu konstant d in e (gl. enačbi (C.13) in (C.14)) sem upošteval zahtevo
p = psosed. V nalogi uporabim vrednost razmerja α2 = 4. Pri tej vrednosti sta
prispevka prvega in drugega člena v enačbi za stopnjo dvoosnosti (C.12) enaka.
Zaradi stabilnosti modela izračunam ureditveni parameter s v robni točki po enačbi
(5.5). Ob združitvi vseh štirih operacij (tj. odštetje tenzorjev (C.3), (C.4), (C.5)
in (C.6)) dobimo robni pogoj (5.7). Za tako dobljen ureditveni tenzor v robni točki
velja, da je glavna lastna vrednost enaka s = ˜︁s, ter stopnja dvoosnosti p = psosed.
Res? Naj velja s > 0. Tedaj velja ˜︁s > ssosed. Ker velja ssosed > −12ssosed + 12psosed,




psosed. Podobno lahko trdimo tudi za drugo lastno vrednost
| −1
2





psosed |< ˜︁s. Od tod je razvidno, da je s = ˜︁s glavna lastna vrednost.
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Dodatek D
Robna enačba in prosta energija
V tem dodatku nakažem izpeljavo robne enačbe za ureditveni tenzor (5.18), ki
minimizira prosto energijo na robu definicijskega območja. Izpeljava robne enačbe
za gostoto, bi potekala povsem analogno.




















































Minimum proste energije ustreza pogoju δF = 0 [46]. Od tod dobimo običajne















ki zagotavlja tudi na robu ureditev, ki minimizira prosto energijo. Konkretno, robna












Euler-Lagrangeove enačbe za poten-
cial 4. reda
Zaradi preglednosti in jedrnatosti je set dinamične oblike Euler-Lagrangeovih enačb
(4.16) in (4.17) za gostoto proste energije (8.2) zapisan v tem dodatku:




























































































































































































































































2∂i∂i(Qnm) + 2L1ρ∂i(ρ)∂i(Qnm) + L2ρ
2(∂m)∂i(Qni)
+ 2L2ρ∂m(ρ)∂i(Qni) + L3ρ
2∂i∂j(Qnm)Qjq + L3ρ
2∂i(Qnm)∂j(Qij)

































































































































































energija N-I prehoda, 29
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